Kapitola 1

Uvod

Nejrozsitenéjsi metodou analyzy poddajnych téles a soustav v technickych oborech
je dnes metoda kone¢nych prvki (MKP). Jednoznaéné dominuje ve sféfe primyslu, ale
nezanedbatelny podil mé i v aplikovaném a teoretickém vyzkumu. K MKP se vztahuje
tak velké mnozstvi literatury — kazdoroc¢né je publikovana fada knih, ¢lanki i referati, ze
orientovat se v ni je velmi obtizné. V predkladané praci se autor pokusil nejen o prezentaci,
aleio uttidéni a zobecnéni zkusenosti, které ziskal pri aplikaci MKP na praktické problémy
i v ulohach z akademického prostredi.

1.1 Matematicky zaklad MKP.

7 matematického tthlu pohledu je metoda kone¢nych prvké varia¢ni metodou. Reseni
soustavy linearnich (parcidlnich) diferencidlnich rovnic (LPDR) je konstruovano jako li-
nearni kombinace bazovych funkci. To lze interpretovat tak, Ze tiloha najit feSeni ve tvaru
spojité funkce byla prevedena na tilohu najit diskrétni mnozinu realnych ¢isel — koeficienti
uvedené linearni kombinace. Proto se tomuto procesu fika diskretizace. V praktickych
pripadech se c¢asto pracuje s koneénym poctem bazovych funkci a feseni je proto pouze
priblizné. Kritéria pro stanoveni hledanych koeficienti vychazeji z pozadavku, aby po
dosazeni piiblizného feseni — linearni kombinace bazovych funkci s témito koeficienty —
do Tesené soustavy LPDR byla tato soustava splnéna co nejpfesnéji. Jde o to, vyjadrit
spole¢nou miru nepfesnosti mnoha koeficientd jednim ¢islem — skalarem. Tyto postupy
se obecné oznacuji jako varia¢ni metody. V klasické mechanice poddajnych téles se
prosadily zejména variacni principy vyuzivajici energie vnitinich a vnéjsich sil — princip
virtualnich posuvua (Lagrangetv variaéni princip), princip virtuélnich sil (Castigliantiv
varia¢ni princip) a jim odpovidajici principy minima celkové potencidlni energie a mi-
nima komplementarni potencialni energie. Tyto a dalsi pristupy byly znamy a pouzivany
dlouho pfed vznikem MKP. Uvedené variacni principy ale obvykle vyzaduji, aby libo-
volnd linedrni kombinace bazovych funkci spliiovala homogenni okrajové podminky bud
v posuvech (Lagrangetv princip) nebo v napétich (Castiglianiv princip). Toho lze vice
¢i méné snadno dosdhnout u téles se specialnich geometrii, ale u téles obecného tvaru se
tento pozadavek zda nesplnitelny.

Prilom v této oblasti pfinesla az metoda konecnych prvki, ktera vznikla jako inze-
nyrska metoda vychazejici z mechaniky téles a soustav. Slozité téleso (naptiklad ram) je
rozlozeno na mnoho jednodussich podtéles (napf. pfimych nosniki). Deformacni odezva
podtélesa na zatizeni je popsana linearnimi vztahy mezi koneénym poc¢tem posuvi (a na-
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1.2 1mplementacnl aspekxkuty.

toeni) a sil (a silovych dvojic), typicky s vyuzitim maticového aparatu. Aplikace vazeb
mezi podtélesy vede piimo k sestaveni (maticovych) rovnic popisujicich odezvu celého
télesa. Pti aplikaci na rovinné kontinuum je téleso pokryto koneénym poctem konecné
velkych podoblasti — koneé¢nymi prvky. Deformaé¢ni odezva (posuv) v kazdém prvku je
dana koneénym poctem parametri a odezvu télesa lze ziskat aplikaci vazbovych podminek
mezi elementy, které mimo jiné musi zajistit spojitost posuvu. Aby hodnoty parametri
urcujicich posuv mohly byt vysetteny naptiklad na zakladé principu minima celkové po-
tencidlni energie, musi jimi urceny posuv splnit apriorni okrajové podminky. U klasickych
bazi (Fourierovské, Taylorovské, ...) to je problém, protoze kazda bazova funkce je obecné
nenulova v celém télese a tudiz ovliviiuje posuv vsude. Naproti tomu, diky rozdéleni té-
lesa na elementy, maji neznamé parametry omezeny dosah a proto lze ty, které ovlivnuji
posuv tam, kde je zadana okrajova podminka, povazovat za dané a za neznamé brat ty
ostatni. Tento zptisob diskretizace kontinua byl pozdéji matematiky interpretovan jako
specidlni konstrukce bazovych funkci s omezenym dosahem. Je spoleény vSem pristuptim,
které jsou oznacovany jako metoda konecnych prvkia a je obecné pouzitelny pro priblizné
varia¢ni feSeni soustav LPDR nejen v mechanice poddajnych téles, ale i v jinych oborech.

1.2 Implementac¢ni aspekty.

MKP je velmi tizce provazana s vypocetni technikou a softwarovym inzenyrstvim.
Jeji robustnost a univerzalita je podminéna nebyvalym rozsahem zpracovavanych dat a
naroky na pocet operaci. Pouziti MKP v ru¢nim (poé¢itatem nepodporovaném) vypoctu
je prakticky nemozné. Programové aparaty metody konecnych prvki maji obvykle dva
zékladni typy programi:

e Program provadéjici vlastni vypocet—numerické jadro

e Programy pro pfipravu vstupnich dat a zpracovani vysledkti—preprocesor a postpro-
cesor

Hlavnimi pozadavky kladenymi na numericka jadra jsou: vybavenost, spolehlivost, robust-
nost, vykon:

e Vybavenost vyjadiuje pozadavek uzivatele, aby v programu byly implementovany
ulohy, které uzivatel potfebuje. Tento pozadavek byva napliiovan bud snahou po
maximalni univerzalité, nebo naopak tizkou specializaci.

e Spolehlivost znamena, Zze vSechny partie programu jsou ovéfovany a testovany a
jsou fyzikaln€ i matematicky spravné implementovany. Jednim z atributi spoleh-
livosti je dlouhodoby vyvoj a zpétna vazba mezi uzivateli a vyrobcem programu.
Prakticka zkusenost ukazuje, ze pti dobrém pocatecnim navrhu lze numericka jadra
udrzovat a vyvijet desitky let. Vétsina implementovanych procedur je v takovém
produktu verifikovana nejen u vyrobce, ale také desitkami a stovkami vypoctid u
uzivateld programu.

¢ Robustnosti se mini na jedné strané kvalita samotného kédu, minimalizace vyskytu
programatorskych chyb, na druhé strané jasny a srozumitelny navrh rozhrani, ktery
minimalizuje nebezpec¢i nedorozuméni mezi programatorem a uzivatelem, srozumi-
telny systém varovani a chybovych hlaseni, dostate¢né podrobny protokol o tloze a
v neposledni fadé kvalitni dokumentace.
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e Vykon je prvoradym pozadavkem, ale nemél by byt dosahovan za cenu kompro-
mist v plnéni predchozich t¥i. U MKP roste naroc¢nost vypoctu zhruba s kvadratem
az tfeti mocninou rozsahu tlohy, takze vykon programu spolu s vykonem pouzité
vypocetni techniky jsou cCasto limitujicim faktorem, ktery urcuje koncepci MKP
modelovani.

Pozadavky na pre—postprocesory jsou riiznorod€jsi a vice zavislé na oboru a typu tlohy. Ve
strojirenskych aplikacich MKP je v soucasnosti standardem podpora geometrického
modelovani a automatizované generovani MKP sité do geometrickych sablon. Béz-
nym pozadavkem jsou importy geometrickych modelti z CAD programt. V nékterych
pripadech dochéazi k uzsimu propojovani CAD programu s MKP preprocesory i numeric-
kymi jadry, takze rozdily mezi CAD programy a MKP se zmensuji'. V oblasti postpro-
cesingu je samoziejmym pozadavkem vykreslovani vyslednych poli v riznych variantach
barevné odstupnovanych isoploch, generovani animaci vyvoje deformace i ostatnich ve-
licin, vykreslovani zavislosti vyslednjch veli¢in na case v daném misté nebo na poloze
podél definované kiivky do grafii. Standardem jsou transformace slozek vypoctenych vek-
torovych a tensorovych poli do zvolenych soufadnych systémti? Zpracovani vypocétenych
dat napi. z hlediska tinavy je obvykle feSeno mimo ramec standardniho postprocesoru,
ale fada programovych aparatt MKP nabizi dobfe integrované moduly.

V soucasnosti nabyva na vyznamu otazka rozdéleni kompetenci mezi numerickym ja-
drem, preprocesorem a postprocesorem. Stale Sirsi pouzivani adaptivnich technik, které
fesi napf. tradi¢ni problém Lagrangeovské formulace rovnic mechaniky kontinua — roztva-
rované elementy v dusledku velkych pietvoreni téles—presitovavanim v pribéhu vypoctu,
vyzaduje, aby se bud generatory sité staly i soucasti numerického jadra nebo, aby tloha
na zakladni Grovni byla spravovana algoritmem, ktery zapojuje stridaveé jadro a preproce-
sor ¢i postprocesor. Jakkoli se tato otazka zda byt spise technicka nez zakladni, mtze jeji
feSeni vyznamné ovlivnit schopnost programového aparatu vyrovnat se s budoucimi poza-
davky, jako je naptiklad kooperace s jinymi programy pfi feSeni svazanych tloh proudéni
a mechaniky poddajnych téles.

Perspektivnim fesenim se dnes zda byt koncepce kvalitné navrzeného aplika¢niho roz-
hrani, nad kterym 7idi chod tlohy skript. Takovato koncepce je dlouhodobé implemen-
tovana v programovém aparatu ANSYS a v poslednich letech ji velmi Gspésné vyuziva i
ABAQUS3

Dnes existuji programy aplikujici metodu kone¢nych prvka v riznych formach. Z hle-
diska dostupnosti a podpory miizeme hovofit o programech komerc¢nich, které vyvijeji
a prodavaji specializované firmy pro relativné Siroké spektrum uzivatelti v daném oboru,
programy firemnich, které vznikly v jednotlivych firmach (¢asto v dobé, kdy vhodny
komercni produkt nebyl dostupny) a programy vefejnych, které typicky vznikaji na uni-
verzitach jako oteviené experimentalni kody. Vzhledem k vysoké kvalité, sirokému spektru

1V soucasné etapé existuji MKP preprocesory vybavené geometrickym modelédfem podporujicim hiear-
chickou vystavbu modelu jako sestavy jednotlivych ¢asti (samostatnych téles), ktera jsou popsana sledem
operaci a podporuji dédi¢nost, moznost potlacovat a obnovovat jednotlivé vlastnosti a dalsi vymozenosti
bézné v CAD.Rada CAD programti mé moduly pro generovani MKP siti, zadavani okrajovych podminek
a generovani vstupnich soubori do vlastnich vypocétovych programi, které casto jsou také soucasti CAD
programu.

2. ..s respektovanim charakteru modelu. Nap¥. u skofepin jsou p¥ipustné pouze transformace v te¢nych
rovinach.

3Program ABAQUS nemél do roku 2000 vlastni preprocesor a vyuzival fadu samostatnych produkti.
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fesitelnych problému a relativni cenové dostupnosti komercnich programit dnes vyvoj no-
vych firemnich kédt téméi neexistuje?.

MKP programy mohou pokryvat feSeni rtiznych matematickych, fyzikalnich i technic-
kych tloh v mnoha oborech. Z tohoto hlediska mizeme jednotlivé programové aparaty
rozdélit na

1. obecné matematické programy. Typickym predstavitelem je napf. program
COMSOL (dfive FEMLAB) (http://www.femlab.co.nz/), ktery je tizce provazan
s programem MATLAB a poskytuje uzivateli nastroje pro feseni soustavy parcial-
nich diferencialnich rovnic metodou kone¢njch prvki.

2. programy zamérené na konkrétni ti¥idu fyzikalnich tloh.

e Obecné MKP programy pro aplikace v technice. Ty zahrnuji llohy mechaniky
poddajnych téles, termomechaniky, difuze, ilohy o pohybu elektrického naboje,
feseni elektromagnetického pole a rizné kombinace svazanych tloh (napf. sva-
zané tloha vedeni tepla a mechaniky poddajnych téles). Vyznacuji se rozséhlou
knihovnou elementti, ktera pokryva diskretizaci 1D, 2D i 3D kontinui, skoie-
pinové a nosnikové strukturni elementy, elementy se soustfedénymi parametry.
Implementované materidlové modely pokryvaji Siroké spektrum technickych
materialti od oceli a kovi pres plasty, kompozity a pryze ke stavebni materia-
lim jako je beton, az po geologické materialy jako jsou horniny jejichz chovani
zéavisi na obsahu vody.

e Specializované MKP programy jsou zaméfeny na Teseni komplexnich tloh,
které vyzaduji specidlni znalosti a zkusenosti a v neposledni fadé i v obec-
nych preprocesorech pracné zadavani vstupnich dat. Typickymi piiklady jsou
programy pro simulaci narazi dopravnich prostfedki (crashii), technologickych
procesu-tvareni, svafovani ..., simulaci vybucht a destrukei (odstieli) a dalsi.
Cena téchto programt spociva predevsim v databazi znalosti, postupii, mate-
ridlovych dat, kterad uzivateli umoznuje efektivné provadét potirebné simulace
s minimalnimi naroky na vlastni vyzkum a vyvoj.

4Vyjimkou je napf. firma Ricardo, ktera se zabyva FeSenim inZenyrskjch problémi zejména v auto-
mobilovém pramyslu. Tato firma vyvinula a udrzuje a rozviji vlastni funkéni MKP kdéd, ktery pouziva
pro implementaci ne zcela typickych tloh.
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Kapitola 2

Klasifikace prostredku a postupu
MKP.

Mnozi uzivatelé MKP! jsou pfesvédceni, Ze na rozdil od konstruktérti, kteii spoléhaji
,pouze“ na cit a intuici, pouzivaji vypoc¢tari ve své profesi matematicky exaktni pristupy.
To je nebezpecna iluze. Pouze vlastni vypocet je matematickym strojem, ktery pracuje
viceméné exaktné . Tvorba matematickych modeli systémt poddajnych téles je narocna
¢innost, pii které se vypoctar opirad v prvni fadé o nazor, zkusenost, intuici a cit. Pii tom
ma k dispozici omezenou, ale relativné sirokou skalu prostredki, které lze s jistymi omeze-
nimi kombinovat. Tato vychozi situace se velmi podoba situaci konstruktéra. Konstruktér
se nejprve seznamuje s typickymi ,¢astmi stroji“, uci se reSit jednoduché standardni
zikdlnim a matematickym zakladem metody a pak si osvojuje modelovani jednotlivych
téles s vyuzitim klasickych (1,2 a 3D) kontinui, deskovych, skofepinovych a nosnikovych
elementti, modeluje nékolik téles s vazbami, Tesi nelinearni tilohy, dynamiku a nakonec se
nau¢i modelovat celd zafizeni (soustavy téles) a provadét simulace jejich provozu. Kla-
sifikace dostupnych prostfedkit MKP je nutnym, nikoli vS§ak postacujicim predpokladem
jejich spravného pouziti v praxi.

2.1 MKP a modelovani.

2.1.1 Modelovani.

Matematik by modelovani nazval zobrazenim realného systému na modelovy systém a
zpét. ,Realnym systémem® se zde mini soubor vybranych realnych objektt a vazeb mezi
nimi (zbytek svéta se nazyva okolim, a to byva obvykle popisovdno pouze interakcemi
se systémem), modelovy systém je souborem modelovych objektti a (modelovych) vazeb.
Cilem modelovani je popsat nebo predpovédét vzajemné interakce objekti readlného sys-
tému, pfi ptisobeni okoli, prostfednictvim zkoumani modelu. Modelové objekty mohou
byt obecné jak fyzické, tak abstraktni:

Fyzické modelové objekty a jejich interakce jsou totoZzné s realnymi. Pokud i
interakce s okolim je autentické, hovofime o zkoumani svéta pozorovanim.To je zdkladni
zpusob poznavani a napf. v antice byl prakticky jedinym. Jestlize systém védomé podro-

!Nejen piimi uzivatelé, ale i zadavatelé vypocti
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bime urcitym vybranym vliviim okoli, poptipadé do né€j implementujeme objekty, které
neovlivni prili§ jeho chovani, ale zkvalitni pozorovani, mluvime o experimentu.

Modelové objekty jsou fyzické, ale ne totozné s realnymi. Takové modely jsou po-
staveny na vice, ¢i méné ovérenych predpokladech a zjednodusenich. Jde napr. o fyzikalni
a geometrickou podobnost. Typickymi priklady jsou zmensené modely. Dalsim typem
jsou analogické modely, které vyuzivaji analogii mezi riznymi fyzikalnimi jevy. Napft.
hydraulickou soustavu lze modelovat jako elektricky systém, ve kterém je pritok zobrazen
na proud, tlak na napéti a jednotlivé vétve potrubi (pfesnéji, jejich hydraulické odpory)
na elektrické odpory.

Abstraktni modely jsou obvykle produktem nékteré obecné védy (sociologie, fyzika,
mechanika) s podporou matematiky. Abstraktni modely maji ¢asto velmi univerzalni cha-
rakter. Napt. koncept kontinua byl v urcitych etapach povazovan za presny popis hmoty.
Podobné je tomu s teorii fluid, ktera dodnes pretrvava ve fyzice v pojmu teplota. Takto
obecné abstraktni modely reality nazyvame c¢asto teoriemi. V priibéhu uplynulych staleti
vyprodukovaly védy fadu obecnych abstraktnich modelt reality. Ty se zaméruji na mode-
lovani specifickych interakci realnych objektt a vétsinou uzivaji matematicky aparat pro
jejich kvantifikaci. Rada z téchto teorii byla pfekonana, ale presto se mnohé déle pouzivaji
vzhledem k dobré shodé s realitou a nenarocnosti na pouzity matematicky aparat. Takové
teorie nevychazeji z vnitini podstaty reality, ale vSimaji si jen urcitych disledkd jejich
projevua. Proto se oznacuji jako fenomenologie. Typickou vlastnosti vSech fenomeno-
logii je, ze se pfi popisu svéta neobejdou bez mnozstvi experimentalné stanovenych dat.
Matematicky aparat fady védeckych teorii umoznuje exaktné pracovat pouze s vybranou
tfidou modelt, kterd vede na teSitelné matematické rovnice. Jednoduse feceno, mame
,dobré* rovnice, ale neumime je fesit. Vychodisko z takovych situaci nabizi numericka
matematika, kterou lze interpretovat napt. tak, Ze exaktni matematické struktury (rov-
nice) jsou modelovany (zobrazeny na jiné matematické struktury) numericky, fesen je
numericky model a vysledky jsou interpretovany v prostoru ptivodniho matematického
modelu.

Technika, podobné jako véda, je specifickym druhem lidské ¢innosti. Jejim cilem neni
poznavat svét, jejim cilem je se svéta ,,zmocnit“. Poznani je v technice ,pouhym® pro-
sttedkem k dosahovani tohoto cile. Logika vyvoje vSak vede k tomu, Ze vyznam znalosti v
technice roste. Diilezitou slozkou poznavani je ziskavani zkusSenosti. Ziskavani zkusenosti
vzdy bylo a je velmi drahé. Za zkuSenosti se plati tim, ¢eho nikdy neni nazbyt — casem.
Neékdy zkuSenosti stoji i zdravi a zivoty lidi. Modelovani predstavuje velmi efektivni a
cilené ziskavani zkusenosti s omezenymi naklady i riziky. Modelovani se uplatnuje pri
konstruovani, vyrobé i verifikaci technickych produkti. Typickym projevem modelovani
technického objektu je pragmatickd kombinace rtznych pristuptd podle hesla tcel svéti
prostiedky. Vyznamnou roli zde hraji ekonomicka kritéria. Model by nemél byt kvalit-
néjsi (a ekonomicky nakladnéjsi), nez je nezbytné nutné.

Mechanické modely.

Ve strojirenstvi a stavebnictvi maji velky vyznam modely mechanické. Abstraktni
mechanické modely (dale uz jenom mechanické modely) vychazeji z fenomenologické teorie
— klasické (Newtonovské) mechaniky. V souladu s klasickou mechanikou lze specifikovat
obory modelovani podle objektii:

e Modely (soustav) dokonale tuhych téles
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e Modely (soustav) poddajnych téles

— pevné faze. Typické lagrangeovskym popisem pohybu, ktery sleduje polohu
castice. Posuv je spojity.

x Télesa jsou modelovana jako kontinuum. Mechanika kontinua oddéluje mo-
delovani geometrie a modelovani materidlové odezvy. Vyzaduje model ma-
terialu, ktery popisuje vztah mezi lokdlni mirou napjatosti (napf. tenzorem
napjatosti) a lokalni mirou deformace (napf. tenzorem deformace). V me-
chanice kontinua rozliSujeme

- modely prvniho faddu (klasické pruznost)

- modely linearizované (kritickd zatizeni pii ztraté stability, kmitani v
predepjatém stavu)

- modely nelinearni

x Télesa jsou modelovana soustfedénymi parametry — hmotnosti, tuhosti,
tlumenim (strukturni modely)

— tekutin. Typické eulerovskym popisem pohybu, ktery sleduje rychlost v kont-
rolnim objemu. Posuv miize byt nespojity.

e Modelovani termomechanickych déji.

e Modelovani svdzanych déji (model poddajného télesa zatézovaného teplotnim po-
lem)

e Modelovani kombinované — napt. model mechanické soustavy muze soucasné ob-
sahovat poddajna télesa modelovanad jako kontinuum, télesa modelovana soustie-
dénymi parametry (zjisténymi experimentalné nebo analyticky za zjednodusujicich
predpokladil) i télesa dokonale tuha.

Daéle lze modelovani klasifikovat na:

e Modelovani stacionarnich déji. Mechanické systémy podrobené ¢asové nepromén-
nym vliviim konverguji po nekoneéné dlouhé dobé k neproménlivému (ustalenému)
stavu. Vzhledem k mire tlumeni je v béznych systémech doba, po které je ustaleného
stavu prakticky dosazeno, relativné kratkd. Rada (mechanickych) soustav se ¢asto
nachézi ve stavu statické rovnovahy. Ukolem stacionarnich modeli je popsat pouze
vysledny (ustéleny) stav systému bez ohledu na zptisob, kterym ho bylo dosazeno.
V této idealizaci nevystupuje cas.

e Modelovani obecnych nestacionarnich mechanickjch déji. Ukolem nestacionar-
nich modelt je popsat proces —stav systému jako funkci casu.

Podle jiného hlediska mohou byt modely tridény na:
e Modely deterministické, ve kterych je vztah mezi pri¢inou a nasledkem jednoznacny

e modely stochastické (pravdépodobnostni), podle nichz je kazdé mozné odezvé na da-
nou pric¢inu pfitazovana pravdépodobnost realizace. Stochastické vlastnosti mohou
byt do modelu vnaseny jako nejistota pfi popisu materidlu, geometrie i okrajovych
podminek.



«.1 IVIKI a modelovamnil.

Z hlediska ucelu mohou byt mechanické modely, resp. vypocty v technice klasifikovany
jako:

e Navrhové. Tyto modely slouzi k navrhu a ovéfeni vybranych zakladnich para-
metri pfi navrhu technického dila. Typickymi parametry jsou namahani, vlastni
frekvence, tuhost. Tyto modely maji obvykle vysokou miru idealizace. Ptijata zjed-
noduseni ¢asto umoznuji analytické feseni, coz je levné a rychlé, ale pri pocitacovém
konstruovani se dnes i v této oblasti prosazuje MKP.

e Kontrolni. Tyto modely slouzi k ovéfeni a pritkazu funkénich parametri technic-
kého dila, jehoz navrh je uz do znacné miry propracovan. Typickymi parametry
jsou tnosnost, zivotnost, deformace v provoznich rezimech, dynamické odezvy na
predpisova buzeni. Tyto parametry, resp. jejich limity byvaji v mnoha oborech sta-
noveny normami a priikkaz jejich hodnot nutnou podminkou pro schvaleni provozu.
Abstraktni kontrolni modely jsou dnes nejcastéji zalozeny na MKP a casto vyuzivaji
specializovany postprocessing, ktery napf. na zakladé vypoctené zavislosti zatizeni—
napjatost dopocitava pro dany predpokladany zptisob zatézovani dobu do iniciace
unavovych trhlin.

e Simula¢ni. Tyto modely slouzi k podrobnému popisu realnych provoznich nebo
havarijnich procest v technickém dile. Jejich cilem mize byt navrh, kontrola i po-
znavani. Je-li napriklad hlavnim kritériem pfijatelnosti technického dila jeho realna
odezva v havarijnim stavu, je vcelku rozumné vytvorit (napf. pomoci metody ko-
necnych prvki) jiz ve fazi ndvrhu jednoduchy simulaéni model s relativné snadno
ménitelnymi parametry a ve fazi kontroly pak tento model zpfesnit nebo vytvorit
samostatny kontrolni simula¢ni model.

2.1.2 Myty a povéry o MKP.
Z hlediska matematiky predstavuje metoda koneénych prvka (MKP)

e v §irSim smyslu numerickou metodu feSeni (parcidlnich) diferencidlnich rovnic (v
kontinuu).

e v uz8im smyslu jen techniku diskretizace defini¢niho oboru hledanych funkei (tech-
niku diskretizace kontinua). Vlastni podstatou FeSeni je pak néktera z varia¢nich
metod.

V technické praxi se ukazalo, ze MKP? je velmi siln4 p¥i feseni tiloh mechaniky poddaj-
nych téles. V pribéhu posledni tfetiny dvacatého stoleti se MKP stala témér monopolnim
prostfedkem numerické analyzy mechanickych soustav poddajnych téles. Je implemento-
vana v fadé inzenyrskych programovych prostiedki: v ¢isté analytickych aplikacich (tra-
di¢ni ,,velké MKP baliky* ADINA, NASTRAN, ANSYS, ABAQUS, MARC...), v progra-
mech specializovanych na rizné konkrétni technické problémy — simulace havarii, simulace
technologickych procesti (programy fady Pam, napf. Pam-Crash, Pam-Stamp...) a ko-
necné i v systémech CAD jako prostfedek pro rychlé navrhové vypocty (Pro-Engineer +

?Rozuméj MKP aplikované zejména v deformacnich nebo hybridnich variantach varia¢nich principt
mechaniky.

8
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Pro-mechanika. .. ). V poslednich dvou ptipadech byva ¢asto vlastni MKP ukryta ,nékde
uvnitt programu” a uzivatel s ni ani neptijde do styku.
V ramci primyslovych aplikaci vznikla v souvislosti s MKP fada predsudki a mytu.

Nejnebezpec¢néjsim mytem je ,slepa“ vira, Ze vypoctené vysledky jsou
spravné.

Vypocet MKP je vérohodnéjsi nez analyticky vypocet
Vypocet MKP je rychlejsi nez analyticky vypocet
Zavedeni MKP ve firmé zlevni vyvoj a konstrukci

Zavedeni MKP vede ke zvySeni kvality (bezpec¢nosti) konstrukei

Tyto vyroky nejsou vyslovenymi nepravdami, ale neplati univerzalné:

Za spravnost vysledkl ru¢i vypoctar, nikoli metoda. Metodu lze pouzit nevhodnym
zpusobem jak z hlediska vlastniho modelovani mechanické soustavy (napi. rozhodo-
vani zda uzit 1D, 2D ¢i 3D kontinuum, skofepiny, nosniky, elasticky nebo inelasticky
materidlovy model), tak i z hlediska pouZitych vypoctovych postupt — linearni ¢i
nelinedrni, staticky ¢i dynamicky ...

Napr. pii aplikaci vysledktl vypoctu v odhadu zivotnosti cyklicky zatézovaného té-
lesa miize byt analyticky vypocet, ktery odpovida dané normé vypoctu poskozeni a
zpusobu, kterym byla ziskdna materidlova data, presné€jsi i rychlejsi.

Vlastni vypocet mnohdy je rychlejsi, ale tvorba modelu byva velmi naroc¢na.

Casto se MKP ve firmé zavadi tak, Ze se nakoupi program. Vyuzivani programu ale
vyzaduje kvalifikované pracovniky. S tim ovSem management nepocital. Nékdy se
dokonce stane, ze program viibec neni nainstalovan. Béznéji je pouzivan ve volnych

chvilich, kdy se pracovnikovi podafi se ,utrhnout” od dulezitéjsich povinnosti. V
takovych pripadech je levnéjsi nekupovat program, ale vypocty.

Plati to, co v prvnim bodé. Za kvalitu a bezpecnost konstrukce ruc¢i konstruktér.
Na zéakladé nekvalitnich vypocti nevznikne kvalitni konstrukce.

Obecné plati, ze v prumyslovych aplikacich je MKP prostiedkem, nikoli cilem. Z
tohoto hlediska je tfeba vzdy zvaZzovat nejen to, zda MKP vilbec pouzit?, ale také to, jak
ji pouzit.

2.2 Strucna rekapitulace pojmiu MKP.

Pro intuitivni chapani pojmt uzel a element je rozhodujici predstava, ze téleso je
myslené rozdéleno na podoblasti jednoduchého geometrického tvaru — elementy. Interakce
mezi elementy a okolim i mezi elementy navzajem se odehrava v izolovanych bodech — uz-
lech MKP sité. V uzlech sousedni elementy sdili parametry interpolace posuvu a soucasné
je v nich vyjadrovana rovnovaha silovych uc¢inkt. Vysoka vykonnost tohoto zptisobu dis-
kretizace je zajisténa tak, ze

30dpovéd na tuto otdzku se miize napi. lisit podle dostupnych softwarovych prostfedki, aktuilniho
vykonu hardware, ktery je k dispozici a mnoha dalsich vlivu.



.4 dOltrucna rekapitulace pojmu VIKA .

e uzly lezi v topologicky vyznamnych bodech elementtt — ve vrcholech, na stfedech
hran, v tézistich, a podobné.

e geometrie elementti je uréena polohou uzli?.

Takto se informace popisujici MKP sif pfirozené déli na informaci o geometrii (tedy o
polohéch jednotlivych uzli) a o topologii (tedy o tom, které uzly a jak definuji kazdy
konkrétni element).

Uzlové body — uzly jsou v klasické metodé konecnych prvka primarnim vyrazem dis-
kretizace. Nesou veskerou informaci o primarnich® hledanjch polich ve formé uzlovych
parametri. Tyto parametry maji obvykle fyzikalni vyznam. V klasické deformacni vari-
anté MKP v mechanice poddajnych téles jsou typickymi uzlovymi parametry zobecnéné
uzlové posuvy, tedy ptimo slozky vektoru posuvu v uzlu, natoceni v uzlu, pripadné hod-
noty vyssich derivaci pole posuvu®. Elementy vyuZivaji uzlové parametry ke konstrukci
pribliznych poli posuvu. Jsou — li tyto parametry primo hodnotami téchto poli, lze si vy-
sledné priblizné feseni predstavit jako jistou ,interpolaci“ hledaného pole, ktera nabyva v
uzlech pravé hodnot pfislusnych parametri. Stézejni vyhodou fyzikalni ekvivalence mezi
uzlovymi parametry a hledanymi poli je snadné formulace okrajovych podminek, ktera se
takto redukuje na predepsani uzlovych hodnot.

V uzlech je realizovano propojeni elementti. Pole posuvili na fesenych télesech jsou in-
terpolovana po ¢astech nad jednotlivymi elementy. Interpolace je kvalitativné dana typem
elementu a kvantifikovana uzlovymi parametry. Elementy soustfeduji ¢inky vnitinich a
vngjsich sil do uzli”. Tyto tzv. ekvivalentni uzlové sily jsou funkei posuvu (vnitini sily)
nebo rozloZenych vnéjsich zatiZzeni objemovych (napf. gravitaci), plosnych (napf. kontak-
tem s jinym télesem nebo médiem), liniovych (idealizace kontaktu s hranou télesa). Sdileni
uzll sousednimi elementy Ize zjednodusené, ale nédzorné chapat nasledovné:

e Primarni nezndmé pole (v deformaéni varianté mechaniky poddajnych téles pole po-
suvu) je interpolovano spojité, sousedni elementy mayji ve spoleénych uzlech spolecné
hodnoty.

e Rovnovaha télesa je ptiblizné podminéna rovnovaznou silovou bilanci v uzlech. Pod-
minku rovnovahy télesa formulujeme jako pozadavek, aby v kazdém uzlu byla vy-
slednice vnitinich a vnéjsich sil od vsech elementii, které se v ném protinaji, nulova.

Tento pohled nezohlednuje sice hluboké matematické aspekty variacni formulace tlohy
mechaniky poddajnjch téles, ale je velmi uzite¢ny pfi intuitivnim chapani MKP modelt
v technické praxi. Funguje naptiklad také v ilohach vedeni tepla, kde hledané skalarni pole

4Pfesnéji, geometrie mize zaviset i na poc¢atecnich hodnotach uzlovych parametri. Napiiklad u sko-
fepinovych elementt je typickym parametrem smér normaly ke stfednici.

5Pojmem primérni pole se rozumi pole, které je pfimjm feSenim dané formulace fyzikalniho problému.
Napriklad v mechanice kontinua je v deformac¢ni varianté primarnim polem pole posuvi. Pole deformace
a napjatosti jsou z néj rekonstruovatelna aplikaci Cauchyho vztaht a konstitutivnich rovnic. V silové
varianté je primarnim pole napjatosti. Pole deformace je mozno urcit aplikaci konstitutivnich rovnic a
pole posuvi je integralem Cauchyho vztahii.

6V tiloze vedeni tepla je uzlovym parametrem piimo teplota.

"Tato formulace neni zcela piesné. Lze ji chapat v kontextu interpretace funkcionalu celkové potencialni
energie na télese diskretizovaném MKP, jak je uvedeno na str. 11, nebo intuitivné, jako silovou odezvu
Casti télesa na vynucenou deformaci.

10
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teplot je interpolovano uzlovymi teplotami. Tepelné rovnovaha je podminéna rovnovaznou
bilanci vektorti uzlovych tepelnych tok.

Z variac¢ni formulace plyne podstatny zavér o vzajemné jednoznacném pritazeni zo-
becnénych uzlovych posuvi a sil. Ke kazdé slozce zobecnéného posuvu v uzlu néjakého
elementu je pritazena slozka zobecnéné sily, ktera na tomto posuvu kona praci. Typické
dvojice zobecnéna sila—zobecnény posuv jsou v tabulce

Zobecnény posuv Zobecnéna sila
typ ‘ jednotky || typ ‘ jednotky
posuv [m] sila [N]
natoceni 1] silova dvojice | [Nm]
zména kiivosti | [m~! || ? [Nm?]

K libovolnym zobecnénym posuvim v uzlech néjakého elementu je jednoznacné pii-
fazena interpolace pole posuvu. Zobecnéné uzlové sily jsou ekvivalentni intenzitam vneéj-
Sich, resp. vnitinich sil v tom smyslu, Ze prace vnéjsich, resp. vnitinich sil (napjatosti) na
prifazeném poli posuvil je rovna praci zobecnénych uzlovych ekvivalentnich vnéjsich, resp.
vnitinich sil na zobecnénych uzlovych posuvech a to pro libovolné zobecnéné uzlové po-
suvy. Da se dokazat, ze splnuje—li definice interpolacnich funkci na elementu jisté predpo-
klady, jsou ekvivalentni zobecnéné uzlové sily jednoznacné.

2.3 Datové struktury MKP.

Uzel je v MKP velmi jednoduch4 entita. Je nositelem informace o geometrii sit€, o
parametrech interpolace pole posuvu a o ekvivalentnich uzlovych silach. V soudobych
systémech MKP je obvykle definovana omezend mnozina zobecnénych uzlovych posuvi
takova, ze zobecnéné posuvy libovolného uzlu libovolného elementu v systému jsou jeji
podmnozinou. Uzly je mozno klasifikovat podle toho, jaké zobecnéné posuvy obsahuji.
Dobfe popsana a sefazena mnozina uzlovych parametri spolec¢na pro cely program je jed-
nim z pilith organizace dat. Konec¢néprvkovou entitou, ktera vyuziva uzlové parametry,
je element. Souc¢asti definice elementu je seznam parametri v jeho jednotlivych uzlech®.
Je—li uzel sdilen vice elementy, které maji tentyz parametr, je hodnota tohoto parame-
tru spolecna. Pro soudobé programy MKP zaméfené na mechaniku poddajnych téles je
typickéa nasledujici mnozina zobecnénych uzlovych posuvii:

e tfi slozky prostého vektoru u posunuti uzlového bodu — u,, u,, u,
e tii slozky prostého axialniho vektoru 6 natoceni uzlového bodu - 6,, 0,, 6,
e dalsi slozky zobecnénych posuvii, zpravidla jde o vyssi derivace pole posuvt v uzlu

e amplituda w deplana¢ni funkce asociované k profilu nosnikového elementu (pokud
je teorie deplanace v nosnikovych elementech implementovana)

e teplota T pripadné teploty ve vrstvach skofepinovych elementti

8Logickou snahou tvirct elementt je, aby tato mnoZina byla stejnd pro vSechny uzly daného ele-
mentu, potazmo rodiny topologickych variaci daného elementu. V soudobych programech MKP je tento
pozadavek bézné splnén, v literatufe jsou vSak popsany i elementy, které tento pozadavek nesplnuji

11
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b,
uy\
Uy
2
9,
Uy
X
element 3 5 2 1
lokdlnf uzel [ 1[2[3]4]5] 6 [1][2]
Uy L[frf1]1]1] 1 [1]1
u, L1111 1 [1]1
u, ofoJoJoJo] o JoJo
02 ojoJoJoJo] o [o]o
0, ojoJoJoJo[ o [o]o
0. ofoJojofo] 0o J1]1
T ofoJoJoJo] o JofJo

Tabulka 2.1: Priklad definice lokalnich kodi uzli pro dva typy elementt. .

Nutnou podminkou sdileni hodnot fyzikalnich vektori, pfipadné tenzoru je, aby jejich
slozky byly vyjadfovany ve spole¢ném souradnicovém systému — tzv.uzlovém sourad-
nicovém systému, ktery je atributem uzlu.

K zajisténi spravného sdileni uzld v MKP sitich se vyuziva néasledujici ptristup zalozeny
na jednoznac¢ném setfazeni zobecnénych uzlovych parametri a pojmech lokalnich a glo-
balnich ¢isel a kédech uzli. Lokalni uzly jsou svazany s mnozinou elementi daného typu,
jak ukazuje tabulka 2.3. Trojuhelnikovy element pro rovinnou tlohu mé ve vrcholech tii
uzly s lokalnimi ¢isly (1, 2 a 3) a tii lokaln{ uzly® (4, 5 a 6) ve stfedech hran. Kazdy lokalni
uzel mé dva parametry — zobecnéné posuvy u, a u,. Rovinny nosnikovy prvek s topologii
tsecky a dvéma lokalnimi uzly (1 a 2) v koncovych bodech disponuje v kazdém uzlu tfemi
zobecnénymi posuvy — posunutimi u,, u, a natocenim 6,. V tabulce 2.3 ¢islo 1, resp. 0
znamena, ze dany lokalni uzel ma, resp. nema prislusny parametr. Sloupec pod lokalnim
¢islem uzlu predstavuje lokalni kod uzlu. Lokélni kédy uzli trojihelnikového elementu
jsou 1100000, lokalni kédy uzld nosniku jsou 1100010.

Na obrazku 2.1 je ¢ast MKP sité. Informace o MKP siti se obvykle zaznamenava v
nasledujicich datovych strukturach:

e Tabulka uzli'® 2.2, ve které jsou ke kazdému globalnimu uzlu pfifazeny jeho sou-
fadnice, pfipadné pocatecni hodnoty parametri (viz pozn. 4 na str. 10). Globalni
kédova ¢isla vyjadiuji, kterymi parametry (z mnoziny povolenych uzlovych parame-
tri systému) uzel disponuje. Kazdy z elementt, které globalni uzel sdileji vnasi do
tohoto uzlu parametry definované lokalnim kédovym c¢islem v piislusném lokalnim
uzlu. Napr. v globalnim uzlu 3 ze sité v obr. 2.1 se stykaji elementy 1, 2 a 3. Elementy

9§ ohledem na jednoduchost vyjadiovani bude nadéle pouzivana formulace lokalni, resp. globalni uzel
namisto formulace uzel s lokalnim, resp. lokalnim ¢islem.
ON&kdy téz tabulka souradnic
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IVINE.

glob. || soutadnice || s. systém glob. kédové ¢islo
¢. T y [°] Uy [ Uy Uy [0, |0, |0, | T
1 10 10 0 171(0]010]0(O0
2 35 15 0 171(0]010]0(O0
3 65 10 0 1{1,010]0]1]0
4 110 | 10 0 1{1,010]0]1]0
5 24 38 0 171(0]0|10]01]O0
6 46 40 0 171(0]010]01]O0
7 85 35 0 171(0]010]01]O0
8 40 60 0 171(0]010]01]O0
9 72 66 0 171(0]0|10]0|O0
10 102 | 60 -30 171[0]0|10]01]O0

Tabulka 2.2: Tabulka uzld k prikladu MKP sité z obr. 2.1

el. | typ | material parametry tabulka incidenci
tl. ¢ | prifrez lokalni uzel
[mum] T [2[3[4]5]6]. ..
1 A Q 2 — 83|16 |2|5| —
2 A Q 2 — 1001387619 ] —
B/\ e a
3 :3\ e — b 3 4| — | — | — | — —

Tabulka 2.3: Tabulka elementt k ptrikladu MKP sité z obr. 2.1
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y
80

60

40

20

20 40 60 80 100 120

Obrazek 2.1: Cast MKP sité&

1 a 2 jsou trojuihelnikové rovinné elementy. Oba sdili globalni uzel 3 v lokalnim uzlu 2
s lokalnim kédovym ¢islem 1100000. Element 3 je rovinnym nosnikem, jehoz lokalni
uzel 1 s kédovym cislem 1100010 koinciduje s globalnim uzlem 3. Podle kédovych
Cisel je ziejmé, ze globalni uzel 3 disponuje posuvy u,, u, (spole¢né pro vsechny tii
elementy) a 0, (pouze od elementu 3). VSechny tyto parametry jsou vyjadieny v
uzlovém souradnicovém systému. Uvedeny piiklad vysvétluje obecné pravidlo:
Globalni kédové éislo uzlu je logickym souétem!! lokalnich kédovych &sel vech
lokalnich uzl, které s nim koinciduji.

e Tabulka elementa 2.3, ktera prifazuje ke kazdému elementu jeho typ, tabulku
incidence lokalnich a globalnich &isel'?, odkaz na materidl a dalsi parame-
try.

Uvedené tabulky tvori zéklad zaznamu o MKP modelu. V MKP programech byvaji ob-
vykle komplikovanéji strukturovany. Napriklad materidly a parametry byvaji popisovany
pomoci specialnich struktur a v tabulce elementi odkazovany pomoci navésti (éisla nebo
jména). Navic jsou pridany informace o kinematickych a silovych okrajovych podminkach
a o typu fesené tulohy.

Poznamka 2.1: Osvédéenym postupem je dvojiroviiové kédovani dat MKP modelu.
Model je piedavan programu ve formé textového vstupniho souboru, ktery je zapsin
podle dohodnutych pravidel — syntaxe. Ackoli se vstupni soubory jednotlivych programi
lisi klicovymi slovy, fazenim a pod., vychazeji vesmés z logiky tabulek 2.2 a 2.3 a jsou
snadno ¢itelné a primo opravitelné. Vlastni feSeni probiha na binarnich datovych struktu-
rach — vnitini reprezentaci MKP dat, které jsou vytvareny pouze v opera¢ni pameéti
nebo Castéji v (pracovnich) souborech. Vnitini reprezentace dat je nutnd vzhledem k vy-
konu programu. Jednotlivé polozky datovych struktur jsou pozadovany v mnoha fazich
feSeni a neni mozné je pracné vyhledavat v textovych souborech a prevadét z textovych
Fetézcil na reprezentace ¢isel. Vstupni soubor je prakticky, nebot

e Zajistuje snadnou navaznost a propojitelnost mezi specidlnimi programy podporu-
jicimi tvorbu MKP modelti — preprocesory

HTogickym sou¢tem se mini pfesné soudet binarnich ¢isel. 1100000 + 1100000 + 1100010 = 1100010.
12Nékdy téz nazyvanou kédovym ¢islem elementu [?].
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e Umoznuje prekonat bézné vyvojové disproporce mezi preprocesorem a vypoctovym
programem tak, ze naptiklad dovoli vipoctari po automatickém vygenerovani MKP
modelu zapsat pfimo (v textovém editoru) data pro materidlovy model, ktery je ve
vypoctovém programu nové implementovan, ale preprocesor ho dosud nepodporuje

2.4 Klasifikace tuloh (procedur) MKP.

Vybér typu ulohy je svazan s cilem modelovani. Vétsinou jde o prvotni atribut mo-
delu. Podle typu tlohy se voli dalsi atributy jako dimenzionalita, typy elementii. Prvnim
hlediskem je druh fyzikalniho problému, ktery mé byt MKP fesen. MKP je z hlediska ma-
tematiky v podstaté specialni technikou diskretizace pii feseni parcidlnich diferencialnich
rovnic varia¢nimi metodami. Pfestoze nejvétsi rozmach zatim zaznamenala jako robustni
a vykonna metoda pro numerické feSeni tiloh mechaniky poddajnjch téles, byva s tspé-
chem aplikovana i v jinych oblastech. V tomto odstavci je bez naroku na tplnost predlozen
vycet oblasti, ve kterych lze, kromé mechaniky, vyuzit ,komercéni“ MKP systémy:

e Uloha vedeni tepla. Obvykle je formulovana pro feSeni ustalenjch i prechodovych
déjfi. Rada systémfi implementuje také teplotné mechanické analyzy a to jak zjed-
nodusené, tak i plné svazané. Ve zjednodusenych (nesvazanych) formulacich je sa-
mostatné feseno teplotni pole a to je prfeneseno do mechanické analyzy jako teplotni
zatizeni. Teplotni analyza neméa informace o pfipadnych zdrojich tepla mechanickou
disipaci a jejich zpétném ovlivnéni teplotnimi napétimi. U svazanych tloh jsou tyto
vazby zohlednény. Svazané ulohy vyzaduji specidlné formulované elementy, které
maji za parametry soucasné zobecnéné uzlové posuvy i uzlové teploty. Typickou
svazanou ulohou je simulace procesu brzdéni mechanickou brzdou.

Akustika, zejména vnitini, ktera fesi siteni akustického tlaku stlacitelnym médiem.

Uloha vedeni elektrického naboje fesi ustaleny i neustéleny’ pohyb elektrického
naboje ve trojrozmérnych vodivych télesech. Jsou formulovany i svazané tlohy fe-
sici vznik a vedeni tepla od priichodu elektrického proudu pfi vyrazné zavislosti
elektrické vodivosti na teploté.

Reseni elektromagnetického pole.

Reseni difuze.

e A dalsi...

Vychodiskem pro vybér typu procedury v mechanice téles a soustav jsou pohybové
rovnice kontinua v Lagrangeovském vyjadieni

aaij(ar:,:i:,t) B a2ui
— = f t) — t V. Q
pri okrajovych podminkach
oij(x,&,t)n; = fP(x,t) Vr € 0Q,

u(z,t) = uo(x,?) Ve € 0Q,
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4.4 Klaslilkace ulon (procedur) vVIALF.

a pocatecnich podminkach, které predepisuji v kazdém bodé x € 2 dvé veli¢iny z posuvu
u(z,0), rychlosti @(z,0) a zrychleni ii(z,0) na pocatku déje — v ¢ase t = 0. Symbol z
je polohovy vektor, o je Cauchyho tenzor napjatosti, ¢ je hustota, () je oblast, kterou
zaujima téleso a ve které ptlisobi vnéjsi objemové fP(z,t) a setrvacné sily, 9, je cast
hranice, na které ptisobi plosné vnéjsi sily f°(x,t) a na zbytku hranice 92, = 9Q — 9Q,
jsou predepsany posuvy ug(z,t).

Uvedené rovnice jsou prostorové diskretizovany metodou konec¢nych prvki ve tvaru
soustavy obycejnych diferencialnich rovnic

— —
Ty —

M(X 1) U(t) + C(X, 1) Ut) + K(X,t)U = F(1) (2.1)
s okrajovymi podminkami kinematickymi
Ui — Uol(t) VZ ENU

a silovymi

kde Ny je mnozina indexti zobecnénych posuvil, které jsou predepsany prostiednictvim
kinematické okrajové podminky a N je mnoZina indexti, ve kterjch jsou predepsany
silové okrajové podminky. Poc¢atecni podminky museji byt definovany pro kazdy index ¢
z N v podobé dvou zadanych veli¢in z posuvu Uj;, rychlosti UZ a zrychleni UZ

Maticové operatory M, C', K jsou matice hmotnosti, matice tlumeni a matice
tuhosti systému. Matice hmotnosti vyjadiuje setrvacné sily, matice tlumeni sily od viskdz-
niho tlumeni v materialu i z okoli a matice tuhosti odpor materidlu viuci deformaci.

2.4.1 Tridéni z hlediska vztahu k ¢asu

e Stacionarni a nestacionarni analyzy. Rada (nejen mechanickych) systémt se v
jistych pripadech chova tak, ze pri zméné okolnich podminek probéhne prechodovy
proces, béhem kterého se stavové parametry systému méni v ¢ase. Po konecné dobé
je dosazen stav, kdy je ¢asova zména stavovych parametri nulovi-stacionarni stav
se stavovymi parametry zménénymi oproti poc¢atecnimu stavu. Cilem stacionarnich
analyz je nalézt praveé tento vysledny stav, aniz by byl fesen prechodovy proces. Ci-
lem nestacionarnich analyz je ziskat stavové parametry jako funkce c¢asu. O aplikaci
stacionarnich ¢i nestacionarnich vypoctovych procedur musi rozhodnout vypoctar s
ohledem na cile vypoctu.

e Statické a dynamické analyzy. Tyto pojmy byly zavedeny v mechanice a rozlisuji
pripady, kdy jsou a nejsou uvazovany setrvacné sily. Nékdy byvaji pojmy stacionarni
a statickd analyza zaménovany. Ve vétsiné pripadu plati, Ze statickd analyza je

stacionarni a dynamicka nestacionarni, ale ne vzdy.

Napriklad: soustava s jednou hmotou a jednou pruzinou v gravitacnim poli miize byt s
ohledem na kontext resena jako:

e staticka stacionarni uloha: Na hmotu ptisobi gravita¢ni pole a predpéti v pruziné,
hleda se stav, kdy pruzina je deformovana tak, ze oba uc¢inky jsou v rovnovéaze.
Obecné rovnice (2.1) prechézi na

KU =F
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e dynamicka stacionarni tloha: Pti zanedbani tlumeni linearni systém volné kmita
s neproménnou amplitudou, frekvenci a fazovym posuvem. Tyto veli¢iny jsou cilem
feSeni. Obecné rovnice (2.1) prechazi na

MU@#) + KU =0

Pohyb systému buzeného harmonicky (slozky sil maji v Case sinusovy priubéh se
stejnou frekvenci) je po doznéni pfechodového dé&je popsén sinusovym priubéhem
vychylek v uzlech, se stejnou frekvenci a riznymi fazovymi posuvy a amplitudami.
Harmonicka analyza hled4 pro kazdy uzel harmonicky buzeného systému ampli-
tudu a fazovy posuv jeho vychylky stacionarniho kmitani.

e dynamicka nestacionarni tloha: S uvazovanim tlumeni amplituda s ¢asem ex-
ponencialné klesa k nule. Cilem je popsat kompletni stav systému jako funkci casu.
Obecné je feSena rovnice (2.1).

e staticka nestacionarni aloha: Deformace materialu pruziny pod stalym zatizenim
v Case roste (napt. diky creepu za zvysené teploty). Rychlost ristu i jeji zmény v ¢ase
jsou malé. Setrvacné ucinky jsou zanedbany a vychylka se casem méni. Takové tlohy
v mechanice se také oznacuji jako kvazistatické. Obecné rovnice (2.1) prechazi na

—
. —

C(X ) U@ + K(X, 1)U = F(1)
Klasifikace nestacionarnich dynamickych analyz podle zpusobu integrace po-
hybovych rovnic.
Zakladnim je déleni na
e analyzy s pfimou integraci pohybovych rovnic
e analyzy vyuzivajici modalni transformaci

Soustava (2.1) je z matematického hlediska soustavou (obecné nelinearnich!?) obyéejnych
diferencialnich rovnic s nekonstantnimi koeficienty M, C, K. Aplikace diferenéni metody
vede k tzv. PFimému feSeni pohybovych rovnic. PfibliZzné feSeni se hleda ve tvaru
posloupnosti vektoru posuvi

N
{Uk }k:O
na posloupnosti okamzik
N
{te}io
tak, ze
U = Ulty)

je priblizné feSeni v okamziku ¢;. Nahrazenim derivaci vektoru posuvi diferencemi prejde
rovnice (2.1) na soustavu (obecné nelinedrnich) obycéejnych algebraickych rovnic s nekon-
stantnimi koeficienty M, C, K. Podle uzitého diferen¢niho schématu se pfima integrace
pohybovych rovnic déli na implicitni a explicitni.

3Koeficienty M, C, K zéaviseji prostiednictvim aktudlnich poloh X (t) na FeSeni lj(t)
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4.4 Klaslilkace ulon (procedur) vVIALF.

e Implicitni integrace pohybovych rovnic vyuziva diferen¢ni schémata, ktera vy-
jadfuji posuvy, rychlosti a zrychleni uzlt v case t;.; pomoci hodnot v case ¢ i v
case tj1. Z implicitnich schémat se dnes prakticky pouziva schéma navrzené Hilbe-
rem, Hughesem a Taylorem [[?]]. Schéma je nepodminéné stabilni*, to znamena, ze
stabilita feSeni nezavisi na délce kroku At = t;,; — ;. V kazdém kroku je nutno
provést neékolikanasobné rozklad soustavy linearnich rovnic o dimenzi MKP modelu.
Implicitni integrace je vhodna pro feSeni pomaljch a stfedné rychljch!® nelinearnich
dynamickych nestacionarnich problému

e Explicitni integrace pohybovych rovnic vyuZiva centralni diferen¢ni schéma,
které vyjadiuje posuvy, rychlosti a zrychleni uzli v ¢ase ¢, pouze pomoci hodnot
v Case t;. Ve spojeni s nekonzistentni matici hmotnosti, ve které jsou veskeré
hmoty soustfedény na diagonale, vede toto schéma na feSeni soustavy rovnic, ktera
je diagonalni a vyzaduje tudiz pouze zlomek operaci oproti implicitnimu schématu.
Schéma je ale podminéné stabilni. Stabilita je dosazena pouze tehdy, je-li splnéno

i (Vite-¢),

kde fnqe je maximalni vlastni frekvence diskretizovaného systému a & je pomérny
utlum v médu s nejvyssi frekvenci. Je zfejmé, zZe nejvyssi vlastni frekvence systému
je shora ohranicena nejvyssi vlastni frekvenci jednotlivého elementu a ta, pti daném
materialu, se zvysuje s klesajici velikosti elementu. Jinymi slovy, ¢im jemnéjsi prosto-
rova diskretizace, tim mensi je nejvétsi prirtstek casu, ktery jesté zarucuje stabilitu
feSeni. Explicitni feSeni vyzaduje extrémné velky pocet krokil pri extrémné nizké
vypoctové narocnosti kroku. Explicitni schéma je vhodné pro reSeni

At <

— dynamickych tloh s vysokou rychlosti déji a s kratkymi intervaly feseni. Ty-
pické jsou razy, crashe, prustiely,. ..

— kvazistatickych tloh s extrémnim pfetvorenim téles. Zde se vyuziva tzv. mass—
scaling—technika zalozena na umeélém zvetseni hustoty. To vede k poklesu vlastni
frekvence a tim ke zvySeni stabilniho pfirtistku ¢asu. ReSeni pak probih4 s nere-
alistickymi setrva¢nymi silami, ale vyhoda ,levného“ inkrementu je zachovana.
Pretvoreni je dosazeno v obrovském mnozstvi inkrementti, coz snizuje naroky
na integraci konstitutivnich rovnic, na kontaktni algoritmus a dalsi vypoctové
procedury. Proto je explicitni schéma vhodné pro feseni nékterych technologic-
kych procesti, jako napt. hlubokého tazeni, protahovani, valcovani za studena

— extrémné velkych statickych tloh. Podstatou je dynamické feseni mechanického
systému s neproménnym zatizenim az do dosazeni ustaleného stavu. Pocet
operaci na rozklad soustavy rovnic ve statice je fadu N3, kde N je pocet stupit
volnosti. Pocet operaci na inkrement v explicitni metod€ je radu NV, ale musi
se p X zopakovat. Existuje tedy néjaky limitni rozsah tlohy Ny, od kterého je
efektivnéjsi pouzit ustalovaci explicitni metodu.

14Gtabilitou se mini schopnost udrzet malé odchylky dvou feseni systému, jejichZ poc¢atecni podminky
se lisi pouze o malou hodnotu.

15Rychlost dé&jti, jak je uvedeno napt. v [?] se v tomto kontextu posuzuje podle toho, zda vyznamné
zmény geometrie systému, které nas zajimaji, nastanou v dobé srovnatelné s dobou potiebnou k rozsiteni
napétové viny télesem (rychlé déje) nebo v dobé fadové delsi (déje pomalé).
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Dovoli-li charakter modelu soustavu (2.1) linearizovat

MU@) +CUW) + KU = F(t), (2.2)

Ize ji takzvanou modalni transformaci prevést na soustavu navzajem neprovazanych
rovnic'® o stejné dimenzi, které mohou byt FeSeny separatns. Vektor posuvit U(t) pie-
jde modalni transformaci na vektor modalnich proménnych ¢(t). Modélni transformace
je urCena vlastnimi frekvencemi a vlastnimi vektory diskrétniho systému. Jejich ziskéani
je pomérné ,drahé“, ale samotné feseni modalnich pohybovych rovnic systému je efek-
tivni. Navic, ma-li budici sila na pravé strané (2.2) ve vySetfovaném intervalu specialni
charakter, je mozno transformaci provést pouze ¢astecné s omezenou dimenzi modalniho
vektoru. Modalni transformace je pri feseni nestacionarni dynamiky linearnich
mechanickych systému témér vzidy efektivnéjsi nez prima integrace.

2.4.2 Tridéni z hlediska linearity rovnic.

,Pfiroda je nelinedrni'"*. Souc¢asné MKP programy maji spolehlivé a robustni fesice

nelinearnich tloh. Zvysovani vykonu a pokles cen vypocetni techniky se zatim nezastavuji.
Takové uvazovani vede ke zdanlivé logickému zavéru: V blizké budoucnosti (prakticky jiz
dnes) nebude nutné Fesit otdzku, zda je nutno pouzit pro FeSeni konkrétni ulohy neli-
nearni aparat nebo zda postaci linearni. Pouzije se prosté aparat nelinearni, ktery vyresi
dobfe i linearni ulohy. Existuje fada kvantitativnich i kvalitativnich divodi pro odmitnuti
podobnych ,optimistickych“ vah. Napriklad:

e Prestoze zdroje vykonu vypocetni techniky rostou, byly, jsou a budou omezené.

e 7macna ¢ast prirtustku vykonu je v oblasti vypoct ve strojirenstvi spotiebovana po-
zadavky na rozsah tloh. To je logické a opravnéné, protoze v modelech samostatnych
soucasti nebo dokonce jen jejich c¢asti je zbytek konstrukce zpravidla zjednodusené
nahrazen okrajovymi podminkami, coz je zdrojem chyb. Obecné plati, ze ¢im vétsi
okoli mista (sou¢asti, skupiny), které je pfedmétem zajmu vypoctu, je souc¢asti mo-
delu, tim mensi je vliv ,nepfesnjch® okrajovych podminek!®.

e Dynamické analyzy zaloZzené na modalnich transformacich musi byt linearni z pod-
staty matematického aparatu. Pouziti modalni transformace ve srovnani s aplikaci
pfimého feseni pohybovych rovnic pfinasi nejen urychleni, ale také novou kvalitu
poznani pri hodnoceni dynamickych vlastnosti systému.

e Neékteré aplikace, napr. hodnoceni zZivotnosti na tnavu, vyzaduji zpracovani vyso-
kého poctu (fadové desitek az stovek tisic) stavli modelu, které lze ziskat v dosta-
tecné kvalité linedrnim kombinovanim nékolika ,,jednotkovych® stavi.

e Nelinearni analyzy kladou vétSinou vysoké naroky na odbornou kvalifikaci vypo-
¢tare. Zejména pri simulacich meznich stavii, hrouceni, technologickych procest a
pod. jsou nezbytné znalosti a zkuSenosti vypoctare a casto i pribézna konfrontace s

16Tedy soustavu s diagonalnimi maticemi

17 . .v originale ,nature is non-linear“. Toto heslo bylo pied nékolika lety sou¢asti reklamni kampané
jednoho MKP programu.

18Vse podstatné zavisi na konkrétni konfiguraci a mohou existovat i vyjimky
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experimenty. Naproti tomu jednoduché linearni analyzy se ¢asto aplikuji ve fazi na-
vrhu a slouzi ke ziskani orientac¢nich idajt nebo k porovnani variant. Jsou robustni,
vysoce spolehlivé (pfi respektovani omezeni plynoucich z linearizace) a mohou je
provadét i lidé (v oboru analyzy mechanickych systémil) méné kvalifikovani.

Pro pochopeni moznosti a omezeni linearnich i nelinearnich analyz je uzitecné uvédomit
si jednotlivé pfic¢iny nelinearity mechanickyjch soustav.

Linearni analyzy.

Rovnovaha se vyjadfuje v nedeformovaném (referenénim) stavu.

Vztah mezi lokalni mirou deformace € a posuvem je linearni®.

Material ma linedrni odezvu — je linearné elasticky.

Vazby jsou reprezentovany pouze linedrnimi rovnicemi.

Pro linearni tlohy je typickd vysoka mira idealizace, ale i vysoka spolehlivost MKP dis-
kretizace. Dulezitymi atributy linedrnich modelii v mechanice je zarucena existence a
jednoznacnost Teseni. Linearni modely jsou konzervativni v tom smyslu, ze nedochazi k
zadné disipaci energie, a ze konecny stav statického modelu zavisi na kone¢nych hodno-
tach vynucenych posuvii a zatizeni a nikoli na zptisobu, kterym jej bylo dosazeno. Regeni
linedrniho modelu lze ziskat superpozici nékolika dil¢ich feSeni jako linedrni kombinaci
dil¢ich feseni pro dil¢i zatiZeni.

Poznamka 2.2: Reseni rovnic rovnovahy (pro jednoduchost ve statice) v nedeformova-
ném stavu lze nalézt napr. variacné, pomoci principu virtualnich posuvi

/&W%W—/&MﬂW—t/M£HS:m (2)
Qo Q0

(297

kde €y je oblast, kterou zaujima téleso v referencnim stavu a ve které piisobi objemové
sily f2, 0Q,¢ je ¢ast hranice, na které ptisobi plosné vnéjsi sily?® 5, o je rovnovazny
Cauchyho tenzor napjatosti, du je virtualni posuv, s nimz je vztahy

5.._1 +
U= 9| 0r; | Om

svazana virtualni deformace de. MKP diskretizace télesa €2 spociva v jeho rozdéleni na
podoblasti (konecné elementy), na nichz je funkce posuvi interpolovana v zavislosti na
konecném poctu parametri-zobecnénych uzlovych posuvu U a integraci s vyuzitim
véty o aditivité urcitého integralu. S ohledem na linearni konstitutivni vztah-rozsifeny
Hooketiv zdkon

Oij = Cijki€ri (c)

19Viz Cauchyho vztahy

oo L]ouw Oy
6” o 2 8.23j (9.237

20Na zbytku hranice 00,9 = 9Qy — 0,0 jsou predepsiny posuvy.
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dostaneme z (a) po diskretizaci a integraci znamy vztah
KU = F, (d)
kde matice tuhosti, kterou lze definovat vztahem

(SﬁTKﬁ* = /CijkISZl(Sgij dV,
Qo

je symetricka a nezavisi na U ani na vektoru zobecnénych uzlovych sil, ktery lze
definovat vztahem

50 F = / SusfE AV — / SufS dSy = 0
Qo FO‘O

Nelinearni analyzy.
Zdroje nelinearit jsou:

1. Stav, ve kterém systém dosahuje rovnovahu: Mechanickd soustava musi rov-
novéahu doséhnout v koneéném (zdeformovaném) stavu, ktery pfedem nezname.

2. Miry deformace: Tenzor malych deformaci ¢ je linearizovanou mirou deformace.
21

Vztah mezi ,korektnimi“ mirami deformace a polem posuvu je nelinearni*.

3. Material: Zavislost napjatost-deformace (konstitutivni vztah) je nelinedrni*?. V
sirsim smyslu lze hovotit také o nelinearnich konstitutivnich vztazich u elementi se
soustfedénymi parametry (pruzin, tlumicu ... ).

4. Kinematické okrajové podminky a vazby: Typickd je vazba uzlu ke kiivce
nebo kiivé plose, kontakt téles, hysterezni (tfeci) vazby. ..

Nelinearni ulohy se na rozdil od linearnich vyznacuji zavislosti na cesté—posloupnosti
stavii, kterymi systém prosel od pocatku do konce déje. Pro Teseni nestaci znat okrajové
podminky na pocatku a na konci, ale je tfeba je popsat i v pritbéhu déje. U nestacionarnich
uloh je cesta prirozené parametrizovana casem. Ve stacionarnich formulacich neni fyzikalni
cas parametrem tulohy, ale v MKP se pouziva k parametrizaci cesty. Pfi tom fakt, jestli
rozdil mezi poc¢atecnim a koncovym casem je 0,01 nebo 1000 nehraje ve stacionarnich
tlohach roli.

Obecnou strategii feSeni nelinearnich rovnic je v pfipadé stacionarnich déju prirust-
kova metoda, v pfipadé dé&ji nestacionarnich pfima integrace pohybovych rovnic v

2INapt. znamy Green-Lagrangetiv tensor deformace lze zapsat

Lo L[0w Oy O Dy
i = 2 | Ox; ox; Ox, Oxy,

22Napf. tensor C v (c) miize byt funkci deformace. Obecnéjsi nelinearni konstitutivni vztah mtize mit
tvar jako v (2.5) na str. 24
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case diferen¢ni metodou. Podstata obou pristupti spoc¢iva v kombinaci linearniho odhadu
prirtistku feseni a jeho nasledného iterativniho zpiesnéni.

P1i prirtistkovém feseni i pfimé integraci pohybovych rovnic u nelinearnich iiloh MKP
e el . i it N . ..
je FeSeni vyjadfovano v posloupnosti ,éasovych okamzikt {¢x},_,. Ozna¢me Ny mnozinu
téch indexti zobecnénych uzlovych posuvi, které jsou piedepsany jako funkce ¢asu?®

U, = Uz(t) Vi € NU,

a Ny mnozinu index zobecnénych uzlovych posuvi, pro které jsou predepsany zobecnéné
uzlové sily jako funkce casu

F, = F(t) VieNp-

Je ziejmé, ze pro jeden parametr nelze soucasné predepsat primo jeho hodnotu i odpovi-
dajici vnéjsi silu
Ne NNy =0-

Predepsanim vynuceného posuvu predpokladame, ze okoli je schopno generovat libovolné
velkou reakei, kterd udrzeni hodnoty tohoto posuvu zajisti. Protoze indexy volnych (ne-
predepsanych) parametrt spadaji také do Ny, je ziejmé, ze

Nrp UNy =N,

kde N je mnoZina vSech indexti parametr.
Rekneme-li, Ze jako pFiblizné (diskretizované) feseni nelinearni tlohy v MKP
hledame posloupnost vektora zobecnénych uzlovych posuva

{ﬁk}]kvzo ,kde(jk = ﬁ(tk),

mame presné feceno na mysli posloupnost subvektorti zobecnénych uzlovych posuvii, pro-
toze pro indexy z mnoziny/Ny byly hodnoty zndmy predem.

Vlastni feSeni je kontinuacni, pro nalezeni feSeni v okamziku ¢, je nutno znat feSeni v
okamziku t;_;. Klasickym pfistupem v nelinearni statice je Newton—Raphsonova metoda,
ve které je pro obecny okamzik

AF = Fj, — F,
AU = Uy — Uy,

pri ¢emz prirtistek posuvu AU je nejprve odhadnut pomoci linearizované rovnice
-0 —
K, (Z,0) AU = AF - (2.3)

Lev4, resp. prava strana rovnice (2.3) predstavuje odhad zaporné vzatého prirtstku vniti-

o -
nich —F | resp. pfirtstek vnéjsich F' sil systému diskretizovanych v uzlech. Samotna rov-
nice podminuje rovnovahu vnitinich a vnéjsich uzlovych sil tak, ze pokud na pocatku v
okamziku t,_; platilo

—»I — —
Fk—l —|—ka1 - O

23yvektor zobecnénych uzlovych posuvil U je algebraicky vektor, ve kterém jsou uspoiadany slozky
zobecnénych posuvil jednotlivych uzld. Index i u slozky U; nemé vztah k ose soufadného systému, ale
pouze k poradi slozky.
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AF £ AF =0,
musi téz byt na konci v okamziku ¢,_; splnéna podminka rovnovahy diskretizovaného
systému
ﬁi 1+ FL=0-
Linearizovany operator K, se obvykle oznacuje jako teéna (okamzitd) matice tuhosti.
Zavisi na okamzité geometrii MKP modelu dané polohami uzli Z, na aktudlnim stavu
napjatosti ¢ v okamziku #;,_; a na historii zatézovani.

Pro odhadnuté posuvy lze provést presnou?* integraci vnitinich sil F I. Protoze rovnice
(2.3) je linearizovand, plati, ze nevyvézené sily F N, které jsou rozdilem vnéjsich a vnitinich
sil v odhadnuté konecné konfiguraci a v pfipadé rovnovahy by mély byt nulové, nulové
nejsou

A o F - F 40

-0 -

Odhad rovnovazného prirtustku posuvt AU musi byt opraven o AU tak, aby vyvazoval
>N

nevyvazenou silu F'

K,(#,0%) AT = F" . (2.4)

Vektor #° reprezentuje geometricky stav diskretizovaného systému v okamziku tj, po
linearnim odhadu. 0
IE'O = fk,1 + AU :

Také stav napjatosti 6° je pro dany konstitutivni model materialu integrovan po elemen-
tech z okamziku t;_; do okamziku ¢, v zavislosti na prirtistku posuvi. Odhad pfirdstku
posuvu po prvni iteraci je
1 -0 -
AU = AU + AU-
Opravovani prirtustku posuvil se provadi dokud nejsou splnény podminky dosazeni kon-
vergence, napr.

—N
e
nebo
|7 < e

2.5 Klasifikace element.

V této kapitole budou rozebrana zakladni hlediska tfidéni konec¢nych elementi. Pri
rozsahu knihoven elementti soudobych MKP programt?® je forméalni klasifikace nutnym
predpokladem k efektivni orientaci uzivatele. Volba hledisek tfidéni ma vyznam i pro
spravné rozhodovani v procesu tvorby modelu. V kapitole jsou rozebrana nasledujici hle-
diska a tridéni:

e Tridéni na elementy diskretizujici kontinuum a elementy se soustfedénymi parame-
try (strukturalni).

24Ve smyslu numerické integrace podle ,,éasu®
25Napi. v knihovné ANSYSu je zhruba 150 typt elementt
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e Tridéni podle dimensionality ulohy.
e Tridéni podle dimensionality elementii.

e Tridéni podle namahani elementi.

2.5.1 Elementy diskretizujici kontinuum a elementy se soustre-
dénymi parametry.

1. Elementy diskretizujici kontinuum. Jejich fyzikalni vlastnosti (hmotnost, tu-
host, ...) jsou popisovany s vyuzitim klasické mechaniky kontinua, ktera za pred-
pokladu platnosti principu okoli umoznuje pii popisu téles oddélit vlastnosti ge-
ometrické a materidlové®. Vlastnosti materidlu se popisuji vztahy mezi intenziv-
nimi?"veli¢inami — tzv. klasickymi konstitutivnimi vztahy — materidlovymi rov-
nicemi mezi tenzorem napjatosti o a tenzorem deformace € v obecném tvaru

o(t) = o(e(t), &(t), e(r)|i_y, - ) - (2.5)

Napjatost o(t) v ¢ase t je funkci deformace g(t) a rychlosti deformace £(t) v oka-

mziku ¢ a priipadné historie zatézovani od pocatku déje (r = 0) do aktudlniho
okamziku®® (7 = t). Parametry konkrétniho materidlu se urcuji experimentalné

(naptiklad klasickou tahovou zkouskou), ale jsou pouzitelné univerzalné, bez ohledu
na typ elementu a geometrii modelovanych téles. Elementy diskretizujici kontinuum
reprezentuji oblast v télese bez ohledu na to, zda v jedno, dvoj nebo trojrozmérném,
zda jde o Cauchyovské klasické kontinuum, ¢i o kontinuum ohybové (skofepiny, nos-
niky). Maji obsahy (tedy objem ve 3D kontinuu, plochu ve 2D kontinuu a délku v
1D kontinuu) definované svou geometrii.

2. Elementy se soustfedénymi parametry. Typické pro né je, Ze jejich fyzikalni
vlastnosti nezavisi na geometrii a materialu, ale jsou prifazovany pirimo. Umoznuji
tak napftiklad obejit podrobné a velmi drahé modelovani téch c¢asti systému, pro
které jsou k dispozici naméfené nebo jinak ziskana data. Obvykle reprezentuji néja-
kou geometricky nemodelovanou ¢ast konstrukce. Budto rozméry nemaji (napfiklad
soustfedénd hmota je element popsany jedinym uzlem) nebo jejich rozméry pred-
stavuji jen relativni polohu potfebnou pro vypocet vztahu mezi posuvy a silami.
(Napriklad element nehmotnd pruZzina ma dva uzly. Zména jejich vzdéalenosti je
pfimo imérna pusobici sile.). Element soustiedénd hmota mé jako parametr p¥imo

26Tento stézejni prakticky vysledek mechaniky kontinua, ktery jsme zvykli povazovat za samoziejmost,
redukuje mnozstvi nutnych experimentti pri matematickém modelovani systémt poddajnych téles. Bez
mechaniky kontinua by deformacni odezva poddajného télesa na zatizeni musela byt pokazdé pfimo
méfena. Zjednodusené fefeno, mechanika kontinua vytvari ramec ve kterém postaci zmérit geometrii
a parametry materidlu, vSe ostatni jiz popiSi jeji rovnice vychéazejici z hlubokych fyzikalnich principt
rovnovahy a kontinuity.

2TExtenzivni a intenzivni veli¢iny tvoii logické pary vyjadiujici celkovou hodnotu v systému a jeji roz-
lozeni. Napriklad extenzivni hmotnost je svazana s intenzivni hustotou, ktera reprezentuje jeji rozlozeni v
télese. Hmotnost je objemovym integralem hustoty. Extenzivni tahova vnitini sila v prufezu tyce je plos-
nym integralem tahového napéti. Extenzivni relativni posuv dvou prifezi tyce je krivkovym integralem
intenzivniho pomérného prodlouzeni.

2874vislost na termodynamickém stavu télesa a na jeho historii je moZno v mechanickych tlohach
chapat jako implicitni, tedy vtélenou do konkrétnich parametrtt daného modelu materialu.
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hmotnost, kterou soustfeduje do jednoho uzlu. Parametrem pruziny je tuhost, ktera
popisuje vlastnosti elementu, aniz by byl explicitné zadan material nebo geomet-
rie pruziny. Tyto elementy se vymykaji chapani MKP jako metody pro diskretizaci
kontinua. Pfesné by se v pripadé jejich vyuziti nemélo mluvit o kone¢nych prvcich,
ale o prvcich strukturalnich nebo konstrukénich?. Z inZenyrského hlediska je je-
jich prakticky vyznam nesporny. Umoznuji do modelt implementovat prvky, jejichz
vlastnosti se snadno méfi (napf¥. tuhost pruziny), museji se analyzovat jinymi pro-
stfedky nezli MKP (napf. tlumici vlastnosti kapalinovych tlumi¢) nebo je dodava
vyrobce (tuhosti hlti¢d vibraci, tzv. ,silentbloki“). To umoziuje vénovat pozor-
nost podstatnym c¢astem modelu a neplytvat ¢asem na modelovani znamych véci.
Implementace téchto elementt do programi, které jsme si zvykli nazyvat konecné—
prvkovymi vede k tomu, ze se bézné oznacuji jako konecné prvky.

2.5.2 Tridéni podle dimensionality ulohy.

Ulohy mechaniky poddajnjch téles mohou byt formulovany jako jedno dimenzionalni
(1D), dvojdimensionalni (2D, rovinné) a trojdimensionalni (3D, prostorové). Dimenziona-
lita lohy neznamené pfesné totéz, co dimenzionalita télesa. Napriklad geometrii skorepiny
lze v urcitém kontextu chapat jako dvojdimensionélni, ale tiloha o deformaci skofepiny je
trojdimensionalni. Nejde totiz jen o to, kolika nezavislymi souradnicemi se popise poloha
v télese, ale i o to, v kolikarozmérném prostoru jsou definovany (kolik nezavislych slo-
zek maji) vektory posuvi a sil, tenzory napjatosti a deformace a dalsi veli¢iny. Z tohoto
hlediska byvaji v programech MKP obvykle implementovany tlohy

1. rovinné
2. rotacéné symetrické
3. prostorové

Rovinné ulohy.

Rovinna formulace efektivné popisuje plocha télesa symetricka podle roviny, ktera
dobfe spliuji nasledujici predpoklady. Necht je rovina symetrie soufadnicovou rovinou xy
kartézského soutadnicového systému Ozyz:

e Posuvy castic, které lezi na spoleéné normaéale k roviné symetrie, jsou ve slozkach
rovnobéznych s rovinou symetrie stejné.

e Normalova slozka posuvu v roviné symetrie je nulova u, = 0 a mimo ni je jedno-
znacné urcena kontrakci materialu.

e Vektorové pole vnéjsi objemové sily fZ(x,y) nezévisi na soufadnici z a ma nulové
norméalové slozky fZ(x,y) = 0.

e Plosna sila f%(x,y) miize byt realizovana pouze na okraji télesa. Nezavisi na sou-
fadnici 2z a ma nulové normalové slozky f2(z,y) = 0.

29V anglosaské literatuie byvaji nékdy oznadovany terminem structural element.
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e Slozky tenzort napjatosti a deformace 0., = 0, €., = 0, 0., = 0, €,, = 0. Pro
slozky 0., a €., plati vztahy vyplyvajici z konstitutivnich rovnic. V pfipadé linedrni
pruznosti rozlisSujeme tzv. rovinnou napjatost

Ozz = 07 €22 = —H (€I33 +5yy)

a rovinnou deformaci

€2z = 07 Ozz = _ﬂ (O—II +0yy) ’

E

Typickymi elementy pouzitelnymi v rovinné formulaci jsou klasické kontinualni rovinné
elementy (viz kap. ??) se zobecnénymi uzlovymi posuvy, resp. silami u,, u,, resp. Fy,
F, a nosnikové elementy pro rovinny ohyb, u kterych je navic natoceni, resp. moment
6., resp. M,.
Poznamka 2.3: V minulosti byla tspora parametri tlohy velmi vyznamna a rovinna
formulace byla casto jedinou moznosti, jak vypocet viibec realizovat. V soucasnosti u
béznych statickych vypoctid nemusi byt mohutnost tlohy rozhodujici a z hlediska uziva-
teldt je mnohdy pohodlInéjsi pouzit 3D formulaci i tam, kde jsou podminky rovinné ulohy
dostatecné splnény. Napiiklad v situaci, kdy existuje geometricky model importovatelny
do preprocesoru MKP, je pohodInéjsi akceptovat trojrozmérny vypocet. Naroky na vypo-
¢tovy ¢as mohou byt na vykonném pocitaci zvyseny napi. o sekundy, naroky na tpravu
geometrického modelu mohou predstavovat hodinu prace kvalifikovaného ¢lovéka.
Rovinna formulace se dnes vyuziva tam, kde je potfeba provadét rozsahlé série vy-
poctu, zvladat fadu iteraci u nelinearnich tloh nebo velky pocet Casovych inkrementt v
dynamice. Typickymi situacemi jsou citlivostni studie a optimaliza¢ni ulohy (viz studii
vlivu geometrie lamely komutatoru na pevnost a deformaci v kap.??). Jinou typickou
aplikaci je modelovani nestabilniho nebo tinavového Siteni trhlin, zejména z dtivodi kom-
plikaci pii presitovavani v okoli ¢ela trhliny. e

Rotac¢né symetrické ulohy.

Rotacné symetrickd formulace, jak naznacuje nazev, efektivné popisuje rotacné syme-
tricka télesa. Za predpokladu rotacné symetrické geometrie a silovych i kinematickych
okrajovych podminek je rotacné symetricka i odezva télesa, tedy pole posuvi, deformace
i napjatosti. Necht je osou rota¢ni symetrie soufadnicova osa y kartézského soufadnico-
vého systému Oxyz. Necht cylindricky souradnicovy systém Oreoy je asociovan k Oxyz
sdilenym pocatkem O, spolecnou osou y a tim, Ze thel ¢ je méfen od osy = a orientovan k
zaporné poloose 0. Z diivodili rotac¢ni symetrie musi kromé nezévislosti vSech fyzikalnich
poli na tangencialni soufadnici ¢ byt

e nulova tangencialni slozka posuvu uy(r,y) = 0

e nulové slozky tenzoru deformace — zkosy e,4(r,y) = 0, €4(r,y) = 0 a napjatosti —
Smyky O’T¢(7“, y) =0, 0y¢(T, y) =0

30Tato ponéekud ,.krkolomna® definice cylindrickych soufadnic pro rotaéné-symetrickou ilohu je v obec-
nych MKP programech typicka. Divodem je forméalni shoda s rovinnou tlohou v systému Oxy.
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Navic obvodova slozka tenzoru deformace je vyjadiena vztahem

u(1,y)

eps(T,y) = —

zatimco pro ostatni slozky plati formalné Cauchyho vztahy

o, ou 1 (Ou ou,
en(ry) =50 ewlny) =35 enlny) =3 (a—ry + ay> :

Je zfejmé, Ze rotacné—symetrickou tilohu lze fesit stejnymi elementy jako tlohu rovinnou s
tim, ze k deformacni energii, resp. uzlovym vnitinim silam pfispiva navic obvodova slozka
tenzoru deformace a napjatosti. Pole posuvi, deformace a napjatosti se fesi ve vybrané
meridianové roviné — rovina xy — a do prostoru se (obvykle myslené) expanduje rotaci.
Typickymi elementy pouzitelnymi v rotacné—symetrické formulaci jsou klasické konti-
nualni rota¢né-symetrické elementy (viz kap. ??) se zobecnénymi uzlovymi posuvy, resp. si-
lami w, = ug, uy, resp. I, = F,, F, arotacné symetrické skofepinové elementy, u kterych
je navic natoceni, resp. moment 0, = 0., resp. M,. Je tfeba podotknout, Ze rotacné sy-
metricka formulace stejné jako rovinna tloha snizuje dimenzi modelu o 1. Dvojrozmérné
kontinualni elementy modeluji télesa ve 3D Cauchyovském kontinuu, jednorozmérné ohy-
bové elementy modeluji skorepinu. Pro uziti rotacné-symetrickych elementid plati po-
znamka 2.3
Poznamka 2.4: Uzlové sily v rotacné symetrické tloze reprezentuji liniova zatizeni
fE [Nm™1] podél rovnobé&zkovich kruznic. V riiznych programech se mohou vyskytnout
rizné interpretace uzlové sily. Napiiklad do uzlu rota¢né—symetrické tlohy se zadava sku-
tecna liniova sila £, = fX. Nebo integralni hodnota3!

27
F, = ; fyrde -

[

Poznamka 2.5: S vyuzitim Fourierova rozvoje je mozno fesit tilohu s rotacné symetrickou
geometrii, ale s nesymetrickym zatizenim pomoci klasickych rotacné symetrickych prvk.
Distribuce zatizeni je v obvodovém sméru priblizné nahrazena ¢asti Fourierova rozvoje a
feSenim série rotacné symetrickych tloh se ziskaji koeficienty Fourierova rozvoje hledanych
funkci posuvu a napjatosti. Z divodi rozebranych v poznamce 2.3 se tento pristup dnes
bézné neaplikuje. Ve specifickych studiich by vsak jeho revokace mohla byt pfinosem.
[ ]

Prostorové ulohy.

Prostorové (3D) formulace je v rdmci modelovani téles Cauchyovskym kontinuem zcela
obecna. Jak geometrie téles, tak jejich pohyb nepodléhaji zAdnym podminkam. Typickymi
elementy jsou klasické kontinudlni prostorové elementy (viz kap. ??) se zobecnénymi uz-
lovymi posuvy, resp. silami u,, u,, u, resp. I, I, F,, skofepinové, resp. membranové
elementy pro modelovani konstrukei plosného charakteru s vyraznym ohybovym naméaha-
nim, resp. s prevazujicim membranovym namahanim. Skofepinové elementy maji navic

31V dnes jiz nevyvijeném MKP systému TPS 10 byla zadévana uzlova sila jako integralni ti¢inek liniové
/180

0 fyrde.

sily na dréze odpovidajici jednomu thlovému stupni Fy, =
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dalsi zobecnéné uzlové posuvy, resp. sily — natoceni 0, 0, 0., resp. momenty M, M, M..
Prostorové nosnikové, resp. tycové elementy modeluji konstrukce krivkového charakteru
namahané kombinaci tah—tlaku, ohybu a krutu, resp. pouze tah—tlakem. U nosnikovych
elementi pribyvaji jako u skofepin dalsi zobecnéné uzlové posuvy — natoceni 0, 0, 0, a
zobecnéné uzlové sily — momenty M, M, M.. V piipadech s vyznamnou krutovou depla-
naci se uzivaji formulace s pfidanou amplitudou deplanacni funkce — sedmym zobecnénym
uzlovym posuvem — a s energeticky konjugovanou uzlovou silou — bimomentem.
Poznamka 2.6: V anglosaské literature byvaji nosnikové elementy oznacovany jako
beam elementy. Postihuji namahani tah-tlakem, ohybem a krutem, zatimco v cestiné se
terminem nosnik oznacuje téleso namahané ohybem. Z tohoto hlediska by bylo presnéjsi
pojmenovat tyto elementy napt. ramové, presto je v Cesky psané literature bézné pojme-
novani nosnikovy prvek. e

2.5.3 Tridéni podle dimensionality elementii.

Pojem dimensionality elementii neni totozny s pojmem dimensionality tilohy. M4a smysl
pouze u elementii, které diskretizuji kontinuum. Jednoduse feceno je dimenzionalita ele-
mentu rovna poctu nezavislych zobecnénych soufadnic, ve kterych se provadi integrace
matice tuhosti a ekvivalentnich uzlovych sil. Ve skute¢nosti vsechny elementy v konti-
nuu reprezentuji trojrozmérna télesa. Néktera télesa vSak maji specialni geometrii, ktera
umoznuje zjednodusit jejich model v kontinuu. Na nejobecnéjsi irovni jsou to télesa plosné
a liniové geometrie. Obé tyto specidlni geometrie 1ze definovat konstruktivné. Snizeni di-
menze se dociluje prijetim predpokladt o deformaci. Tak je mozno aproximovat prubéhy
pole posuvu ve sméru redukované souradnice analyticky pomoci veli¢in, které jsou funkci
neredukovanych soutradnic.

Plo$na neboli 2D télesa jsou vyjadfovana pomoci definiéni (obvykle stfednicové) plochy
Q2 a tloustkové funkce t(£, n) (viz obr. 2.2). Poloha bodu X na defini¢ni plose je popsana
pomoci dvou soufadnic X¢o = X (£, 7). V kazdém bodé stfednicové plochy je definovan
jednotkovy normélovy vektor3? n® = n(¢, 7). Plosné téleso je geometrickym mistem bodi

3 0 11

{X e R : X =Xq(&n) + k-t&n) n'(&n), kdeXq € Uk € <—§; §>} :
Okrajem plosného télesa se rozumi mnozina bodt lezici na norméalach prochézejicich hra-
nici oblasti {2 — 092, tedy

{X € R*:X = Xqa(&.n) + k-t(&,1) n(E. 1), kde Xo € Ok € <—%; %>}

a povrchem (vnéjsim, resp. vnitinim) mnozinu boda, které lezi nejdéle (ze vSech bodi na
spolecné normale) od stfednicové plochy ve sméru, resp. proti sméru normaly, tedy

t(&,m)
2

{X e R¥: X = Xq(é,n) + n°(&,7), kde Xq € Q} :

32To vyzaduje hladkost sttednicové plochy. V MKP diskretizaci je: 1) u rovinnych tloh a nezaktivenych
skotepin hladkost zarucena; 2) u zakiivenych skotfepin hladkost na rozhrani elementt obvykle pozadovana
jako jedna z podminek konvergence sité. Modelovani ostrych rohtl tyto podminky porusuje v linii, tedy
na mnoziné miry nula, coz se pripousti.
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Obrazek 2.2: Definice plosného télesa

Z obrazku 2.2 je také ziejmé, ze uvedena definice plosného télesa je limitovana geometricky.
Pokud by byl polomér zakfiveni definiéni plochy v libovolném sméru R piilis maly®?,
doslo by k poruseni jednoznac¢nosti pfi popisu polohy obecného bodu X kontinua. Jeden
a tentyz bod by mohl byt vyjadien pomoci vice bod na stfednici

X = XQ(&I,UI) + ki t(fblr]l) ""'0(517771) = XQ(§277]2) + k2 t(§277]2) 'n0(§27772) '

Dvé rtizné castice kontinua (v Lagrangeovském popisu) se vyskytuji ve stejném bodé
prostoru, coZ je poruSeni principu neprostupnosti. Obvykle je tloustka plosného télesa
omezena podstatné vice, s ohledem na zjednodusujici pfedpoklady pri semianalytickém
popisu pole posuvil. Omezeni se pohybuji v rozmezi**

Liniova neboli 1D télesa jsou vyjadfovdna pomoci defini¢ni (stfednicové®) kiivky o
s jedinou zobecnénou kfivocarou souradnici s. Poloha bodu X, na defini¢ni kfivce je

33V pifpads, Ze defini¢ni plochou je stiednice, nesmi byt nejmensi polomér jeji kiivosti mensi nezli 1/2
tloustky.

34V piipadg, Ze stfednicova plocha neni zak¥ivena, vztahuje se maximélni tloustka na velikost definiéni
oblasti .

35Definice pojmu stiednice je v pifpadé liniové geometrie problemati¢téisi nezli u geometrie plosné.

v

......
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Obrazek 2.3: Definice liniového télesa

popséana pomoci jediné soutadnice X, = X, (s). S vyjimkou ,nezakiivenych“ ¢asti kiivky
lze v kazdém bodé jednoznacné definovat teé¢nu (napf. jednotkovym teénym vektorem
t°(s)), normalu jako kolmici k te¢né v oskula¢ni roviné (napi. jednotkovym vektorem
n%(s)) a binormalu, kterd je kolméa soudasné k tefné i normdle (napi. jednotkovym
vektorem b°(s)), jako na obrazku 2.3. Liniové t&leso je geometrickym mistem bodii

{X eR:X = X,(s) + y.nO(s) + ﬂ.bo(s), kde X, € o, fi,ﬂ(s)(y’ﬂ) < O} .

Nerovnice fm(s)(y’ B) < Oproi € {1,2,...n} urcuji v kazdém bodé X,(s) defini¢ni

kiivky oblast Q(s) nazgvanou prufez télesa®. Ze stejnych diivodt jako u plosnych téles
omezuje zak¥iveni tloustku, je u téles liniovych omezena k¥ivosti velikost priufezu. Neni-li
defini¢ni kiivka zakiivenda, neni jednoznac¢né definovana normala a binormala.

36Napiiklad kruhovy prifez o poloméru r je definovan jedinou nerovnici
Fra(e)8) = v + B — 1 < 0.

Ctvercovy priifez o strané a vyzaduje soucasné splnéni dvou nerovnic s absolutni hodnotou

Fra(s) @B = =5 < 0
Foa(s)®H =18/ — 5 < 0
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2.5.4 Tridéni podle typu.

Klasifikace podle typu predstavuje implementaci ptistupt klasické technické mecha-
niky do MKP. Technicka mechanika poddajnych téles se zabyva télesy typickych tvaru a
zpusobu zatiZeni a uloZeni, které umoznuji formulovat vhodné predpoklady zjednodusu-
jici systém rovnic matematické teorie pruznosti. V neékterych pripadech vede zjednoduseni
pfimo k nalezeni analytického feSeni (tah—tlak), nékdy se snizi dimenze kontinua (rotaéni
symetrie, desky, skofepiny).

Kontinualni elementy®’. Diskretizuji Cauchyovské kontinuum. Typick4 je pro né
shoda dimensionality tilohy a dimensionality elementu. Implementovany byvaji casto
pro prostorové(3D) a rovinné (2D) tlohy, fidce pro 1D tlohy®®. Uzlovymi parametry
jsou obvykle slozky vektoru posuvu ve dvou, resp. troj-rozmérném prostoru.

Skofepinové elementy® . Diskretizuji plosna télesa (viz kapitolu 2.5.3 na str. 28)
namahana ohybem i membranové a vychézeji z Kirchhoffovych nebo Mindlinovych
predpokladii. Uzlovymi parametry jsou slozky posuvu a natoceni, nékdy byvaji im-
plementovany varianty pouze s uzlovymi posuvy.

Nosnikové elementy?’. Diskretizuji liniova télesa (viz kapitolu 2.5.3 na str. 30)
namahand ohybem, tah—tlakem a krutem a vychazeji z Bernoulliovych nebo Mindli-
novych/Timoshenkovych formulaci. Uzlovymi parametry jsou slozky posuvu a nato-
¢eni, pokud je implementovano stisnéné krouceni, pridava se deplana¢ni parametr.

Membranové elementy. Diskretizuji plosna télesa (viz kapitolu 2.5.3 na str. 28)
ktera nemaji ohybovou, ale pouze membranovou tuhost. Uzlovymi parametry jsou
pouze slozky posuvu. Vzhledem k tomu, Ze jsou uzly volné pohyblivé ve sméru
kolmém na stfednici, nemohou byt membranové elementy aplikovany v linedrnim
vypoctu, ale pouze tehdy, je-li rovnovaha hledana ve zdeformovaném stavu.

Liniové membranové elementy*'. Diskretizuji liniova t&lesa (viz kapitolu 2.5.3
na str. 30) kterd nemaji ohybovou a torzni, ale pouze membranovou tuhost. Uz-
lovymi parametry jsou pouze slozky posuvu. Vzhledem k tomu, zZe jsou uzly volné
pohyblivé ve sméru kolmém na strednici, nemohou byt liniové membranové elementy
bézné aplikovany v linedrnim vypoctu, ale pouze tehdy, je-li rovnovaha hledéana ve
zdeformovaném stavu. Vyjimkou jsou elementy typu tyc.

Tyé&ové elementy*?. Jde v podstaté o liniové membranové elementy se dvéma uzly,
které prenaseji pouze tah—tlak. Pokud takovy element spojuje dvé ¢asti mechanic-
kého systému, muze byt pouzit i v tloze linearni, protoze ma 0 stupni volnosti. V
takovém pripadé nemodeluje jednorozmérné membranové kontinuum bez ohybové
tuhosti, ale ty¢ s neomezenou kritickou silou ve vzpéru. Vzhledem k absenci rotaci

3TNékdy oznacované jako solid, 3D

38V piipadé jednorozmérnych tiloh je mnohem efektivnéjsi metoda pfenosovych matic, takze 1D prvky
nebyvaji implementovany.

39N&kdy oznadované jako shell, ve stavaiské terminologii sténo—deskové prvky.

40N&kdy oznadované jako beam.

4IN&kdy oznadované jako truss.

42Nékdy oznacované jako link.
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v uzlech nemtize dojit k ohybovému zatizeni, takze ohybové vlastnosti nemusi byt
v prvku formulovany*3.

Hmoty*. Pfedstavuji hmotu, resp. setrvaé¢ny moment soustiedénou do jediného
uzlu, ktery mé vektor posuvu, resp. rotace. Hmota, ktera je ve vyse zminénych
typech elementu stanovena z hustoty asociovaného materialu, se zadava piimo. Ty-
pickymi aplikacemi jsou zjednodusené modely agregati, piistroju, pfipojenych hmot
v dynamickych analyzach.

PruZiny®. Pf¥edstavuji silovou, resp. momentovou vazbu mezi relativnimi posuvy,
resp. rotacemi dvou uzl nebo uzlu a ramu. Vlastnosti vazby nejsou vyjadifovany na
zédkladé asociovaného materialu, ale jsou prifazeny pfimo, bud jako tuhost nebo, u
nelinearnich pruzin, jako zavislost sila—relativni posuv.

Tlumice®®. Pfedstavuji silovou, resp. momentovou vazbu mezi relativnimi rych-
lostmi, resp. thlovymi rychlostmi dvou uzlt nebo uzlu a rdmu. Vlastnosti vazby
nejsou vyjadiovany na zakladé asociovaného materidlu, ale jsou pfifazeny piimo,
bud jako tlumeni nebo, u nelinedrnich tlumici, jako zéavislost sila-relativni rychlost.
Typickymi aplikacemi jsou modely tlumic¢t v dynamickych analyzach, ale také je lze
vyuzit jako umély stabiliza¢ni prvek, ktery ucinkuje jako regularizator tlohy napft.
pri simulacich hrouceni konstrukci.

2.5.5 Tridéni podle formulace.

Formulaci rozumime vnitini konstrukci elementu—predpoklady o deformaci, druh a

stupeni interpolace, formulaci operatori (konzistentni a nekonzistentni matice tuhosti,
hmotnosti), aplikovatelné zatiZeni (objemové, plosné a liniové sily, teplota ... ). Formulace
elementu se projevuje:

e Vymezenim fyzikalnich jevi, které element popisuje. Napfiiklad ve strojirenskych

analyzach mohou byt modelovany ¢isté mechanické jevy, jevy souvisejici s termody-
namickymi procesy—teplotni napjatost, vedeni tepla, vedeni elektrického proudu v
télesech a piezoelektricky jev a dalsi.

Predpoklady a zjednodusenimi. Napiiklad skofepinové, resp. nosnikové prvky mo-
hou byt formulovany jako tlusté nebo tenké, t.j. podle Mindlinovy, resp. Timoshen-
kovy nebo Kirchhoffovy, resp. Bernoulliovy hypotézy. , Tlusté“ formulace uvazuji
(byt velmi zjednodusené) pri¢na smykova napéti, zatimco ,tenké“ ne. Prvky mohou
byt navrzeny pro homogenni materiadly nebo pro napriklad materidly vrstvené, jako
laminaty ¢i sendvice.

e Formulaci interpola¢nich funkci, coz souvisi s poc¢tem uzld, zobecnénymi uzlovymi

43Pokud by propojeni onéch dvou ¢asti bylo modelovano vice za sebou fazenymi tydovymi prvky,
budou vnitini uzly volné pohyblivé ve sméru kolmém na stiednici. Elementy nemodeluji ty¢, ale liniové
membranové kontinuum—ohybové dokonale mékké vldkno, lano, pas, femen ...

44Nékdy oznadované jako mass.

45Nékdy oznadované jako spring.

46Nekdy oznacované jako dashpot.
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kinematickymi a silovymi*” parametry i poctem uzlii. Napi. 3D kontinualni element—
Sestistén ma miniméalné 8 uzlt v rozich, isoparametrické formulace pripoustéji na
libovolnych hranach pridat stfedostranny uzel az do 20 uzlt, pripadné mohou byt
uzly ve stredech stén — do 26 uzll, a prida—li se uzel ve stiedu elementu, dostaneme
isoparametricky element s iplnou polynomickou interpolaci posuvti druhého stupné
0 27 uzlech.

3D, resp. 2D kontinualni prvky maji obvykle tfi, resp. dva uzlové parametry — slozky
posuvl uzlu. Uzly skofepinovych element maji 6 stupni volnosti-slozky posuvu i
rotace, existuji ale i skofepinové elementy, které maji v uzlech jenom posuvy, a
zaktiveni hran je fizeno stfedostrannymi uzly. Takzvané p—elementy maji v uzlech
vyssi pocet obecnych parametrii, které predstavuji hodnoty interpolovanych posuvi
a jejich derivaci a jejichz kinematické ¢i silova interpretace je obtizna. Tyto prvky
umoznuji volit stupen interpola¢niho polynomu a tim i kvalitu interpolace beze
zmény MKP sité.

vV (¢

Pii analyze téles z ,,témér“ nestlacitelnych materidlt se u 3D prvkd projevi nu-
mericka singularita zptsobena nejednoznacnosti relace mezi kulovymi tenzory na-
pjatosti a deformace. Tomu lze predejit tzv. hybridni formulaci — zavedenim ku-
lového tenzoru napjatosti, resp. hydrostatického tlaku, mezi zobecnéné parametry
(posuvy). Typickymi ptiklady vyuziti prvki s hybridni formulaci jsou modely kom-
ponent z pryze, nebo modely s vysokou mirou plastizace®®.

e Zptuisobem integrace a charakterem vyslednych elementovych operatori (matic tu-
hosti, tlumeni a hmotnosti a ekvivalentnich zatizeni). Typicky matice tlumeni muze
byt aproximovana jako tzv. proporcionalni tak, ze ji lze vyjadrit linearni kombinaci

C =aM + K

matice hmotnosti a matice tuhosti, coz se vyuziva pfi modalni analyze. V pripadé
explicitni integrace pohybovych rovnic se s vyhodou vyuziva tzv. nekonzistentni
matice hmotnosti, ktera je diagonalni.

e Zobecnénymi uzlovymi posuvy a silami.

2.5.6 Tridéni podle topologie.

Elementy, které diskretizuji kontinuum se obvykle navrhuji v topologickych modifika-
cich. Tvar konecného elementu byva co nejednodussi, vesmés jde o jednoduché oteviené
kiivky v 1D kontinuich, (kiivocaré) trojihelniky a ¢tyithelniky ve 2D kontinuich a (k¥i-
vocaré) CtyTstény, pétistény a Sestistény ve 3D kontinuich. Pojmem topologie elementu se
v MKP obvykle mini vzajemny vztah mezi uzly na jedné strané a vrcholy, hranami a sté-
nami elementu na strané druhé. Uzly byvaji vZdy umistovany do vrcholi, ¢asto na hrany,
fid¢eji na stény a vyjimecné i do objemu elementu. Topologie elementu ma tzkou vazbu

4TKinematické a silové parametry maji uzly v problémech mechaniky, analogicky napf. ve vedeni tepla
jsou uzlové teploty a soustfedéné teplotni toky

48Vétsina teorii plasticity povazuje pomérnou objemovou zménu plastické ¢asti tenzoru deformace za
nulovou, coz odpovida experimentalnim poznatkim o plasticité kovii. Proto ve stavu, kdy je podil plastické
deformace dominantni, chova se material prakticky jako nestlacitelny.
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na formulaci. V ramci daného kontinua jsou elementy riznych topologii a formulaci sdru-
zovany do tzv. rodin ve kterych se vyskytuji variace v topologii. Jsou-li elementy z jedné
rodiny pouZity v spoleéné v jedné siti, pak pii splnéni podminek topologické spojitosti®’
je sit spojité jak geometricky (tedy v nedeformovaném stavu), tak i po deformaci. P¥i
korektni kombinaci elementti z jedné rodiny je zajisténa kompatibilita posuva
v dané siti. Typicky v dvojrozmérnych geometriich (rovinné tlohy a skofepiny) jsou
dvé topologické variace — trojihelnik a ¢tyrtuhelnik. V prostoru pak Sestistén, pétistén—
pyramida, pétistén—prizma, ¢tyrstén.

2.6 Klasifikace okrajovych podminek a vazbovych rov-
nic.
Zakladnim kritériem rozdéleni okrajovych podminek je, zda je po jejich diskretizaci
predepsana uzlova hodnota, ktera je hledana jako feSeni, nebo uzlova hodnota zobecné-
ného zatizeni. V mechanice poddajnych téles se podle tohoto klice déli okrajové podminky

na kinematické a silové®. V tloze vedeni tepla jsou neznamou uzlové teploty, zatimco
zatizeni predstavuji koncentrované uzlové tepelné toky.

2.6.1 Linearni a nelinearni kinematické okrajové podminky.

Je—li pohyb uzlu fixovan k bodu, pfimce ¢i roving, jde o lineadrni kinematickou okrajo-
vou podminku®. M4-li byt pohyb fixovan ke kfivce, jde o vazbu nelinearni®?. Vazbovou
rovnici v MKP je minéna zavislost

mezi slozkami uzlovych posuvi. Je-li funkce f linearni, lze ji zapsat napi. ve tvaru
ap + &1Aui1 + QZAuiQ + ...+ akAuik =0-

Nelinearni rovnice mtze byt linearizovana s vyuzitim Taylorova rozvoje

of of of
f(uil,(), UZ‘27(), Ce ,Uik,()) -+ Auil -+ Aui2 + ...+ Aulk = 0
3ui1 8ui2 8qu
a vyuzita pri vypoctu linedrniho odhadu vektoru posuvi Awuy. V obou pripadech musi
byt (linedrni, resp. linearizovand) vazbova rovnice zaclenéna do systému linearnich, resp.
linearizovanych rovnic rovnovahy

KA = AF -

49Topologicka spojitost predpoklads, Ze maji-li sousedni elementy primik dimenze n, pak je timto
prinikem vZzdy celd hrani¢ni entita dimenze n. Jednoduse, elementy bud sdili celou sténu, nebo nemaji
prinik dimenze 2; bud sdili celou hranu, nebo nemaji prinik dimenze 1. Pokud sdili hranu, sdili zdroven
i uzly této hrany. Pokud sdili sténu, sdili jeji hrany a pokud existuji i stfedosténné uzly.

50V naprosté vétsing pripadi aplikace MKP na mechanické systémy vychézi formulace z takzvané
deformacni varianty, ve které se jako feSeni po diskretizaci hledaji posuvy

51které se projevi linedrni vazbou mezi nezndmymi posuvy daného uzlu

52Vazbové rovnice je nelinearni a v piipadé jinak linedrniho modelu dostaneme soustavu linearnich a
jedné nelinearni rovnice.
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Klasickou metodou je vyuzit vazbovou rovnici k eliminaci vybrané slozky posuvu ze sou-
stavy. Kazda vazbova rovnice predstavuje moznost vyjadrit vybranou slozku posuvu po-
moci ostatnich. Po tpravach matice tuhosti K lze podobné jako u implementace kine-
matickych vazeb vypustit fadek a sloupec odpovidajici vybrané slozce posuvu a tu pak
dopocitat primo z vazbové rovnice. Nevyhodou tohoto pristupu je, ze libovolna slozka
posuvu muze byt eliminovana nejvyse jednou. Pti implementaci komplikovanéjsich vazeb
do modelu je velmi obtizné tento pozadavek dodrzet.

Jinou moznosti je ,pfidat® vazbovou rovnici k rovnicim rovnovéahy. To je ovSsem mozno
pouze tehdy, pokud se prida i dalsi proménna — Lagrangetiv multiplikator — fyzikalné
predstavujici reakci ve vazbé.

V MKP programech jsou obvykle implementovany linedrni vazbové rovnice plné ve
spravé uzivatele. Nelinearni vazby byvaji predprogramovany a tvofi omezenou mnozinu
typa vazeb. Napft. vazbu slider, ktera definuje polohu jednoho uzlu na spojnici dvou
jinych uzl v libovolné konfiguraci. Tyto vazby se nékdy nazyvaji jako MPC (multi-point
constrains)®?.

2.6.2 Silové okrajové podminky.

Silové ucinky uc¢inky mohou byt

e distribuované

— Objemové-silové ucinky jsou spojité rozloZeny v objemu

_dF
4V’
kde d F' je diferencidlni silovy tc¢inek na diferencial objemu d V. Jde o tc¢inky
silovych poli (napf. gravitacniho, magnetického ...) nebo setrvacné néinky.

fB

— Plosné-—silové ucinky jsou spojité rozloZzeny po povrchu

_dF

=5

kde d F' je diferencialni silovy tc¢inek na diferencial plochy d.S. Jde o tc¢inky
pii dotyku pevnych téles, piipadné interakce pevného télesa s médiem.

]_'S

— Liniové-silové u¢inky jsou rozloZeny podél kiivky

dF
=g
kde d F' je diferenciélni silovy tc¢inek na diferencial délky ktivky d s. V béznych
MKP programech se liniové sily definuji prakticky vyhradné pro zatézovani 2D
téles a nosnik.

J:'L

e Soustifedéné-sily (resp. dvojice) jsou aplikovany ptimo v uzlech. MKP diskretizace
prevadi vSechny silové uc¢inky na ekvivalentni zobecnéné uzlové sily. Tato transfor-
mace je jednoznac¢na a podstatou ekvivalence je rovnost potencialti distribuovanych
a ekvivalentnich uzlovych sil. Uloha najit k danjm uzlovym silam sily distribuované
ma TeSeni, ale to neni jednoznac¢né. Nicméné kazdou soustavu uzlovych sil v MKP
lze interpretovat jako né€jaké distribuované zatizeni, ke kterému je ona soustava
ekvivalentni. Proto o uzlovych silach v MKP nemluvime jako o singularnich.

53Terminologie v MKP programech je velmi nejednotna.
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2.7 Klasifikace konstitutivnich model.

Konstitutivni modely, které popisuji vztah mezi silovym piisobenim a deformacni ode-
zvou materiadlu na lokalni tirovni, jsou fenomenologické. Lokalni mirou silového ptisobeni
je tenzor napjatosti o a lokalni mirou deformaéni odezvy tenzor deformace €. Ukolem kon-
stitutivniho modelu je na zakladé hypotéz urcit vztah mezi tenzory napjatosti a deformace
na zakladé standardnich materidlovych zkousek. Konstitutivni model je dan konstitutiv-
nimi rovnicemi. Obecny tvar téchto rovnic mize byt velmi komplikovany, protoze chovani
materialu nemusi zaviset pouze na mechanickych veli¢inach, ale také na termodynamice
celého procesu a na vlivu okoli®*. Zejména z tohoto diivodu existuje fada dil¢ich (zjedno-
dusenych) konstitutivnich modeld, které jsou navrzeny a ovéfeny pro konkrétni skupiny
materialti a konkrétni provozni a zatézovaci podminky. Tyto modely byvaji implemento-
vany v MKP programech a vypoctar musi byt schopen z dané nabidky volit model co
nejvhodnéjsi pro konkrétni tilohu.

2.7.1 Elastické a inelastické konstitutivni modely.

¢ Elastické modely. Elastické materialy jsou schopny veskerou energii vloZenou do
nich pii mechanickém deformovani vratit ve formé mechanické prace, jinymi slovy,
nedisipuji energii. K odezvé dochazi okamzité, neni zavisla na case. Tato idealizace
neplati nikdy tuplné, ale u mnoha materiali pti odpovidajicim charakteru zatézovani
je v dobré korespondenci s realitou. Ptriklady jsou

vvvvv

a deformaci. Model je platny pouze v oboru malych hodnot deformaci, kdy lze
jako miru deformace pouzit tenzor malych deformaci.

— Hyperelasticita vychazi z formulace elastického potencialu. Konstitutivni
model vhodny pro modelovani téméi nestlacitelnych materiald, napt. pryzi.
Model je platny v oboru velkych deformaci

e Inelastické modely disipuji ¢ast vlozené deformacni prace na teplo. Protoze tato
cast deformacni prace nemize byt vracena, musi po odlehceni ziistat material pre-
tvofen o tzv. trvalou deformaci.

— Nejvyznamnéjsimi inelastickymi konstitutivnimi modely jsou modely elasticko—
plastické, v nichz ¢ast deformace je elastickd (po odlehéeni se vrati), ¢ast je
trvala a k odezvé dochazi okamzité. Ty jsou zaloZeny na predstave, ze trvala
deformace roste, pokud napjatost dosahne plochy plasticity. Typickymi mate-
ridly, pro které jsou vhodné elasticko—plastické konstitutivni modely jsou kovy
a slitiny v podminkach vyssich zatizeni. V programech MKP je implemento-
vana fada elasticko—plastickych konstitutivnich vztahtt vhodnych pro modely s
monoténnim zatézovanim (elastoplastické materialy s isotropnim zpevnénim),
pro modelovani cyklickych déji, modelovani ¢asové zavislych procesi (visko-
plasticita, creep).

— U konstitutivnich modeli viskoelastickych je inelastickd slozka odezvy za-
visla na case. Viskoelasticky model se typicky pouziva pro vice zatizené plasty.

54 Napt. chemické vlivy nebo radiace mohou ovlivnit vlastnosti materialu.
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— Viskoplastické materidlové modely maji obvykle elastickou slozku (deformace
vratnd), plastickou slozku (deformace nevratna, okamzitd) i viskézni slozku
(deformace nevratnd, zavisla na c¢ase). Modely jsou typické pro feseni creepu.

2.7.2 Isotropni a anisotropni konstitutivni modely.

Isotropni material je takovy, jehoz odezva nezavisi na orientaci. Vlastnosti vzorki—
tycek vytiznutych z izotropniho materidlu v rdznjch orientacich jsou stejné. Isotropni
konstitutivni modely popisuji isotropni materialy a jejich rovnice musi byt invariantni
vuci rotaci materidlovych soufadnych systémt.

Pri aplikaci anisotropnich konstitutivnich modela zalezi odezva na orientaci materia-
lovych souradnych systémi. Anisotropie se muze tykat riznych typt odezvy: nejrozsite-
néjsi jsou anizotropni elastické konstitutivni modely, které popisuji typicky kompozitové
konstrukce. Také anizotropni plasticita a viskoplasticita byva implementovana v MKP
programech, nap¥. jako Hilliv model s elipsoidni plochou plasticity®®.

2.7.3 Konstitutivni modely zavislé na historii zatéZovani.

Vlastnosti vsech materialti jsou zavislé na historii. I nezatizené materialy starnou—
probihaji v nich procesy podminéné riznymi vlivy, které méni strukturu a tim i vlastnosti.
Samovolné starnuti nebyva v MKP programech obvykle implementovano, protoze k nému
dochazi na velmi dlouhych ¢asovych skalach vzhledem k trvani modelovanych déji. Zmény
vlastnosti materialu vyvolané zatézovanim byvaji implementovany pomoci specialnich
stavovych parametri. Typickymi parametry jsou napt. polomér a posunuti stfedu plochy
plasticity u klasickych elasticko—plastickych materialt nebo objemovy podil ,dér®¢«.

55Qcelové konstrukce byvaji ¢asto vyrabény technologiemi, které vnaseji anizotropii do struktury a tim
i do vlastnosti materilu.

56V angli¢tiné se pouziva termin void, ktery oznac¢uje mikrotrhlinu v modelech uvazujicich porézni
strukturu.
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