MKRP 1, testové otazky komplet
Kazdy test obsahuje jeden priklad podobny nize uvedenym typovym pfikladim a nékolik otdzek vybranych z nize
uvedenych testovych otazek. Za pfiklad je mozno ziskat maximalné 5 bodtl, celkovy pocet bodu z testu je 25.

1 Typové priklady.

1. Uréete priblizné prithybovou ¢aru va nosniku zatizeného spojitym zatizenim ¢ [N mm™!]. Rozméry a priifezové
charakteristiky jsou zavedeny na obr. 0.1, material je elasticky s Youngovym modulem pruznosti E. Uzijte princip
minima celkové potencialni energie a Ritzovu metodu s polynomickou bazi do stupné polynomu 4.
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Obr. 0.1: Nosnik se spojitym zatizenim.

Reseni: Predpokladejme v jako linedrni kombinaci Taylorovské baze

vr = ag + a1r + a2x2 + CL3]J3 + a4x4

Hledame koeficienty a; tak, abychom vyhovéli principu minima celkové potencialni energie. Podle tohoto principu
se feseni vybira z mnoziny kinematicky pripustnych posuvi. Proto splnéni kinematickych okrajovych podminek
musi byt predem zajisténo i ve vySe navrzené linearni kombinaci pro libovolnou volbu koeficientt.

Kinematické okrajové podminky: v0 = 0, v'0 = v/z|,_, = 0. Je evidentni, Ze volba ag = a; = 0 zaruci splnéni
kinematickych okrajovych podminek pro libovolnou volbu as, as, as. Nyni tedy mame kinematicky pripustna
feSeni ve tvaru
vr = a2x2 + a3x3 + a4x4
s derivacemi
V' = 2a01 + 3azz? + daga®

V" = 2a9 + 6asx + 12a42>

Celkova potencialni energie IT télesa sestava z deformacni energie U a potencidlu vnéjsi sily W

II=U + W, kde

U ar2 l
M EJ 2
U = o xTr = —/ ('UN:E) X
o 2EJ 2 Jo
l
W = —/ qrvrT
0

(v";v)2 = (2a2 + 6azz + 12a4x2)2 = 144aiz* + 36a32> + 4a3 + 48a4a02” + 24azasx + 144asa32®

Nyni, z

plyne
_ 2 5 2 3 2 2 4 3 2 ql® ql* ql?
II = EEJZ ay +6EJ1%a5 + 2EJlasy + 18EJ agas + 24EJ1%aga2 + 6 EJ"azas — ?a4 - Ta&, _ ?ag .
Podminkou minima Ilas, a3, a4 je
oIl 13
O 2UEJPay + 6EJ a3 + 4EJlay — & = 0
8&2 3
8H l4
O —18EJl%ay + 12EJPas + 6EJI%as — & = 0
8&3 4
oIl 144 /5
R EJPay +18EJl%as + 24EJPa, — L = 0
6a4 5 5



MKRP 1, testové otazky komplet
systém obycejnych linedrnich rovnic, jehoz Teseni

q —ql ql?

“U=SEr T Gpy 2T 1mg

vede na priblizné feseni nasi tilohy ve tvaru

_ 9 4 _ 3 2,27 .
vx—24EJ[x 4z +6la:]
Prthyb na volném konci
vl = avt
- 8EJ

je v plném souladu s klasickym analytickym feSenim Mohrovym integralam.

2. Urcete pfiblizné posuv (horizontalni i vertikalni) styéniku V' prutové soustavy. Rozmeéry jsou zavedeny na obr. 0.2,
materidl je elasticky s Youngovym modulem pruznosti E a vSechny pruty maji stejny prufez A. UZzijte princip
minima celkové potecialni energie a pfedpoklad malych posuvi.

v F A

1 2 3 a

A B Cy
a a

Obr. 0.2: Jednoducha prutova soustava.

Reseni: Celkovou potencialni energii prutové soustavy vyjadiime jako soucet deformacni energie U a potencialu
vnéjsich sil W, tedy II = U + W. Deformacni energii lze vyjadrit jako soucet deformacnich energii jednotlivych

pruti
3
U=>U=> [%EefAli] ,
3 =1

=1
kde [; je délka a e; pomérné prodlouzeni i — tého prutu. Potencial vnéjsich sil je formalné zaporné vzatou
hodnotou skalarniho soucinu sily a posuvu jejiho ptisobisté. V nasem pripadé tedy jde o stycnik V' a protoze sila
je horizontalni plati, ze
W = —UVF 5

kde posuv dy styéniku V je ve slozkach @y = [uy, vy]. Pomérné prodlouzeni prutu evidentné zavisi na posuvu

Obr. 0.3: Prodlouzeni prutu jako funkce posuvit jeho stycniki za predpokladu malych posuvi.
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jeho koncovych bodil (sty¢nikt). Dle obrazku 0.3 zndzornime nedeformovany prut s po¢ateénim styénikem A a
koncovym stycnikem B vektorem l_g) a prut po deformaci vektorem l. Za predpokladu malych posuvi se délka
prutu po deformaci ! aproximuje jako velikost pramétu deformovaného prutu do pavodniho sméru

_ 10 7

Oznacime-li 1 4, resp. @p posuvy styc¢niku A, resp. B, pak podle vektorového obrazce na obr. 0.3 plati
[=ip+ly—ia -

Prodlouzeni prutu (za pfedpokladu maljch posuvi) vyjadiime jako rozdil délek ! po deformaci a ’lg’ pred

deformaci, takze prodlouzeni prutu

2 - - -
ol -hy gy ((0) b (@ —an ik

)

je dano prumeétem rozdilu posuvi jeho sty¢nikt do sméru prutu pred deformaci. Evidentné i pomérné prodlouZzeni
prutu

Al (d@p—1ia)-lo
E:T:f

lo

je linedrni funkci posuvi styéniki A a B. Celkova potencialni energie nasi soustavy

3

1
T (ta, VA, UB, VB, UC, V0, UV, UV ) = Y |:§E5§Ali:| —uyF
i=1

e (kvadratickou) funkci posuvt styéniktt A, B, C' a V. Podle principu minima celkové potencidlni energie
je feSenim takovy posuv , ktery minimalizuje celkovou potencidlni energii II na mnoziné vSech kinematicky
pripustnych posuvi, tedy v nasem pfipadé pfi splnéni okrajovych podminek

Za téchto podminek plati

kde
o — Uyatuvya Jgg 1 ey _ 1
1= 2q2 Juy ~— 2a duy ~ 2a
e, — Vva Jey _ ex _ 1
2 a2 Juy duy — a
ca — —Uvatoya Jes _ 1 Oeg _ 1
8 24> duy ~  2a Ovy  2a
Nutnou podminkou minima celkové potencialni energie 11 je
o1l > =i
— = Eei——Al;| —F=0
uy ; [ ¢ 8uv ]
o1l > [ Oz, }
vy ; vy
coZ po dosazeni vede na soustavu
1 — 1
EA M_ﬁa+“_VOa+M VvVl - F = o0
2a 2a 2a

1 — 1
a
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s FeSenim

V2Fa
EA

’UV:O

Toto feseni je opét v souladu s ,klasickym® FfeSenim silovou metodou s deformac¢ni podminkou nebo pomoci
2. Castiglianovy véty.

2 Testové otazky.

1. Jaky varian¢ni princip pfedstavuje nasledujici rovnice?

/ O'ij(s‘gij dv — / Xidu; dV — / pidu; dS =0
Q Q 00,

Co pfedstavuji symboly (Q, 0Qq, 0ij, dcij, Xi, 6u;, p;) v ni zapsané? Zformulujte pfislusny variacni princip!
(Napoveéda: Nezapomeiite na pojem kinematicky piipustného pole posuvii).

4 body

2. Co predstavuje symbol II, a v jakém varianénim principu se vyuziva?

1
HZ—/UijEij dV—/XiuidV—/ piuidS
2 Q Q 0Ny

Co predstavuji symboly Q, 0Q,, 05, €ij, Xi, u;, p;? Zformulujte p¥islusny varia¢ni princip! (Ndpovéda: Nezapo-
merite na pojem kinematicky pfipustného pole posuvii).

4 body

3. Celkovou potencialni energii lze zapsat ve tvaru
I=Uv-w

Co predstavuji symboly U a W. Dopliite vztahy pro jejich vyjadieni
U=np /Q mdV

WZ/de-F EDdS
Q 0y

a popiste vyznam pouZitych symbola. Zformulujte pfislusny varia¢ni princip! (Ndpovéda: Nezapomeiite na pojem
kinematicky pfipustného pole posuvii).

4 body

4. Odvodte proces sestaveni globalni matice tuhosti K z matic tuhosti jednotlivych elementti K¢ s vyuzitim defi-
ni¢nich vztahti pro deformaéni energii. (Napovéda: U = Y. U, U = 1AT . K- A, U¢ = 16T . K® - 6°. Vyuzijte
matic tuhosti elementu Ke o stejném rozméru, jako je rozmér globalni matice tuhosti.)

4 body

5. Vysvétlete zavedeni kinematickych okrajovych podminek (modifikaci soustavy K - A=F ) do MKP modelu.
(Napovéda: vyjdéte z faktu, Ze kinematickd okrajovéd podminka sniZuje pocet neznédmych posuvi a vyuZijte
symetrii matice tuhosti. Pojednejte i pfipad, kdy je vynucen nenulovy posuv!)

4 body
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6.

7.

10.

11.

12.

Zapiste vztah pro celkovou potencialni energii II MKP modelu s pomoci globalni matice tuhosti K, globalniho

—

vektoru uzlovych posuvii A a globédlniho vektoru vnéjsich uzlovych sil F. Odvodte a s pomoci tychz symbold
zapiSte soustavu rovnic, které reprezentuji nutnou podminku extrému (minima) celkové potencidlni energie a
tim podminku rovnovihy MKP modelu.

4 body

Odvodte, jak se v MKP modelu (v rovinné uloze) projevi zatizeni télesa teplotnim polem T'(z,y). (Napovéda:

(a) Pomoci teplotniho rozdilu AT a teplotni roztaznosti o definujte za predpokladu isoropniho materialu tenzor
pocatecni deformace £¢9. Vyjadrete i jeho vektorovou reprezentaci &g

(b) Upravte Hooketv zadkon ve vektorové reprezentaci & = E - £ tak, aby respektoval po¢ate¢ni deformaci.

(c) Pro takto upraveny Hooketv zdkon modifikujte vyraz pro celkovou potencidlni energii MKP modelu

1 .
§ —/ §T~&dﬂ—/ al - X dQ — @l - pdl| =
—~ 12 Ja. Qo Te,o

> l/ gT-E-ng—/ ﬁT-XdQ—/ @’ - pdl| =
=2 Ja. Q. T..,
> EET[/ ET-E-EdQ}-X—ET-/ MT~XdQ—5T~/ N7 . pdr § =
2 Q. Q. Te.o

Lor e 7_ 3T fe o e
2{56 .59.5_5 " Lekv.,obj. -9 'Fekv.,povr(zh

€

(d) Novy ¢len interpretujte jako ekvivalentni uzlovou silu.

4 body

. Uvedte defini¢ni vztah (z ¢eho na co operuje) matice tvarovych funkci N (z,y, z). (Ndpovéda: Analogicky plati,

Ze matice tuhosti elementu K¢ je definovana vztahem U = %57 -K®- 5)
2 body

Uvedte defini¢ni vztah (z ¢eho na co operuje) 5e operator (operator z uzlovych posuvii na deformace) B (z, y, 2).

-

(Népovéda: Analogicky plati, Ze matice tuhosti elementu K° je definovana vztahem U = %ST - K- 9)
2 body

Uvedte definiéni vztah (z ¢eho na co operuje) matice tuhosti elementu K. (Nédpovéda: Analogicky je matice
tvarovych funkci N definovéna vztahem @ (z,y, 2) = N (z,y, ) - 9)

2 body
Na piikladu jednorozmeérného (tyc¢ového elementu) vysvétlete pojem matice tvarovych funkci — N (z, vy, 2).

3 body
Vyjmenujte obecné vlastnosti matice tuhosti elementu K¢. Alespon jednu z nich dokazte!

3 body
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13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

Popiste proces vyhlazeni napjatosti prostfednictvim interpolace v uzlech.
3 body

Vysvétlete na piikladu 1D tycového elementu pojem ekvivalentni uzlova sila. (Napovéda: popiste ¢emu je ekvi-
valentni a v jakém smyslu.)

3 body

Vysvétlete pojem invariantnosti koneéného elementu. Jak se invariantnost zajistuje ? (Invariantni polynomy,
invariantni zobrazeni prototypu napf. isoparametrického elementu).

3 body

Vysvétlete pojem isotropie koneéného elementu. (Névod: Navrhnéte a popisSte testovani isotropie rotaci elementu
v pfeddefinovaném poli posuvi).

3 body

Vysvétlete pojem numerické integrace. (Néavod: Vyuzijte piiklad Newton—Cotesovské integrace funkce dané nad
intervalem (a;b) hodnotami v bodech a, b a (a + b) /2. Ukazte, Ze odvozené schéma odpovidéd Simpsonové pra-
vidlu.)

3 body
Dopliite do tabulky mérné vnitini sily (ohybové, membranové a posouvajici) definované pro desky a skofepiny.

Oznacte symbolem ,+“resp. ,—*, zda se vnitini sila uplatni, resp. neuplatni u Kirchhoffovskych ¢i Mindlinov-
skych desek a skofepin. Uvedte jednotky.

Vnitini sila Symbol desky skofepiny jednotky
Kirchhoff | Mindlin | Kirchhoff | Mindlin
Mérny ohybovy moment M, + + + + N
M,
Mg,
N,
Ny
Nry
Ty
TL‘Z

3 body

Dopliite do tabulky vnitini sily (ohybové, osové, torzni a posouvajici) definované pro nosnikové (beam) elementy
a tycové (link) elementy. Oznaéte symbolem ,,+“ resp. ,—“, zda se vnitini sila uplatni, resp. neuplatni u Bernou-
liovskych ¢i Mindlinovskych nosnikovych (beam) elementii. Uvedte jednotky. (Osa x je podélnou osou nosniku.)

Vnitini sila Symbol nosnikové elementy tyce | jednotky
Bernouli /Kirchhoff | Mindlin

+ + - Nm

Ohybovy moment

S EBEEE

3 body

Naznacte odvozeni (vektoru uzlovych posuvi, vektoru uzlovych sil a matice tuhosti) skofepinového elementu
typu Flat propojenim deskového a rovinného ¢tyithelnikového elementu. Co se rozumi pojmem Sesty stuperi
volnosti?
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3 body
21. Zapiste vztah pro deformacni energii desky, znate—li vektor zobecnéné napjatosti
0= [M’I') My7 ME@/]T ;
vektor zobecnéné deformace r
. Pw  Pw 0%w
E=|—F=,— %5, —
ox2’ 0Oy?2’ ~Oxdy
a matici zobecnénych materialovych konstant
D uD 0
1—pn
0 0 =*D
2 body
22. Naznacte zobecnéné posuvy a sily v uzlech elementu
Tycového (3D) Nosnikového (3D) Nosnikového (2D)
. / ’ / y{ /
y y
X X X
2 body

23. Navrhnéte vazbové rovnice pro propojeni ¢asti modelu nosniku

4 body
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24. Je dana tabulka soufadnic uzld
| uzel || 1] 2] 3] 4[5] 6] 7] 8]
x [mm 0|10 0[10]| 0| 10|20 20
Yy mm| | 202010100 | 010 O
tabulka elementii (incidence uzli)
lok. uzel 1(12(3]|4
element
1 (4—uzlovy rovinny) || 1 | 2 | 4| 3
2 (4-uzlovy rovinny) || 3 {4 | 6 | 5
3 (4-uzlovy rovinny) || 4 | 7| 8 | 6
a tabulka incidence globalnich stupnu volnosti
| uzel [[1]2[3]4] 5] 6] 7] 8]
Uy MM 11357 9 (11|13 | 15
Uy |mm 21416 |8|10]12 (14| 16
rovinné MKP site.
(a) Naértnéte uvedenou sit v globdlnim soufadném systému (Oxy), ocislujte v ni uzly a elementy!
(b) Naznaéte rozmisténi prvkii matice tuhosti elementu & 2 (K?) v globélni matici tuhosti K
2 body

Vysledek:

6 7 8 11 12 9 10

W‘W

12
9 =
10 I : I : Kot
Y,
11 /2
1
4 7
3{ @‘_E,
— .
5 6 8
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25. Je dana tabulka soufadnic
| uzel | 1] 2] 3] 4] 5] 6] 7]8]
2 [mm] || -20 | -20 | -10 | 0| 10|20 |20 |0
Y |mm 0| 10| 20| 20|20 10 00
tabulka elementii
lok. uzel 1123
element
1 (3—uzlovy rovinny) || 1 | 2 | 8
2 (3—uzlovy rovinny) || 2 | 3 | 8
3 (3—uzlovy rovinny) || 3 | 4 | 8
4 (3—uzlovy rovinny) | 4 | 5 | 8
5 (3—uzlovy rovinny) || 5 | 6 | 8
6 (3—uzlovy rovinny) || 6 | 7 | 8
a tabulka incidence globalnich stupnt volnosti
| uzel [[1]2[3]4] 5] 6] 7] 8]
Uy mm| || 1|3 |5 7| 9|11 | 13 |15
Uy [mm 2141681012 |14 |16
rovinné MKP sité.
(a) Naértnéte uvedenou sit v globdlnim soufadném systému (Oxy), odislujte v ni uzly a elementy!
(b) Naznaéte rozmisténi prvkii matice tuhosti elementu ¢. 2 (K?) v globéalni matici tuhosti K
2 body

Vysledek:

3 4 5 6 1516

3
4
: B
X ]
15
16
3
3 4 .
2 = 6
Hp 5 i 7
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26. Je déana tabulka soufadnic

| uwzel || 1] 2] 3] 4]5]
z mm| || -10 | 0| 10 00
Y (mm 0]10f 0|-10]0

tabulka elementt

lok. uzel 11234
element

1 (3—uzlovy rovinny)
2 (3—uzlovy rovinny)
3 ( )

7

3—uzlovy rovinny
4 (3—uzlovy rovinny) || 4 | 1 | 5 | -

1
2
3

=W N
| U Ot
|

a tabulka incidence globalnich stupnt volnosti

| uzel [[1]2[3]4] 5]
Uy [mm 13|57 9
Uy [mm 214168110

rovinné MKP sité.

(a) Nacrtnéte uvedenou sit v globdlnim soutadném systému (Oxy), o¢islujte v ni uzly a elementy!

(b) Naznaéte rozmisténi prvkit matice tuhosti elementu & 2 (K?) v globélni matici tuhosti K
2 body

Vysledek:

3 45 6 9 10

1 2 3 45 6 7 8 910
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